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I. Theoretische Herleitung der nothwendigen Relationen. 


Ein elastischer Stab wird im Allgemeinen seine Schwingungsdauer verändern, wenn in 
irgend einem Punkte desselben eine träge Masse befestiget wird. Dabei sollen die, die Bewe- 
gung unterhaltenden Elasticitätskräfte nicht geändert, das Gewicht der angehängten Masse 
nieht beriicksichtiget werden, so dass also nur eine grössere Masse durch dieselben Kräfte in 
Bewegung erhalten ist. Dann kann aber diese Änderung der Schwingungsdauer nur in einer 
Vergrösserung derselben bestehen, die gleichen Stellenzeiger der Tonhöhen +) in dem belasteten 
und unbelasteten Stab vorausgesetzt. 

Der Einfluss der angehängten Masse wird aber nicht nur von ihrer Grösse, sondern auch 
von ihrer Vertheilung und der Lage ihres Befesigungspuuktes abhängen, und es soll die Aufgabe 
der folgenden Untersuchung sein, die bei dem Problem schwingender Stäbe in Frage gestellten 
Grössen auch in ihrer Abhängigkeit von den eben genannten Umständen darzustellen. 

Es scien x, y, die Coordinaten irgend eines Punktes der Mittellinie des Stabes zur Zeit f, 
und die Bewegung der einzelnen Punkte erfolge in der Ebene (AY). Die Länge des Stabes 
sei mit 2 bezeichnet und m das Massenelement um den Punkt (x, y); e die Fläche des Quer- 
schnittes, ò die Dichte, p das erforderliche Gewicht um die Länge eines solchen Stabes zu ver- 
doppeln, endlich ı das Trägheitsmoment des Querschnittes in Bezug auf die durch seinen 
Schwerpunkt gehende, auf der Ebene (XY) senkrechte Gerade, beziehen sich gleichfalls auf 
den Punkt (x, y). Für den m seiner Ruhelage als geradlinig, oder doch nur sehr wenig 


1) Bezeichnet man mit 7, Ta, 73... die auf einander folgenden Tonhöhen, die ein Stab überhaupt geben kann, so sind 1,2, 3, 
die Stellenzeiger derselben. 
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gekrümmten Stab, mit der Axe der x zusammenfallend gedacht, gelangt man durch Anwen- 
dung des d’Alembert'schen Princips bekanntlich zu der Bewegungsgleichung: 


Pr By 
1) Ie, = = d 
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wenn x, y, m sich auf Punkte beziehen, für welche v >x, und keine äussern Kräfte auf den 
Stab wirken. In dieser Summe hat man aber bei vorliegendem Falle zwei Partien zu unter- 
scheiden, die von einander getrennt werden müssen: 1. den eigentlichen Stab, dessen Quer- 
schnitt und Dichte constant verausgesetzt wird; 2. die an den Stab befestigte Masse NM mit den 
Coordinaten æ, b, ihres Befestigungspunktes, und den Coordinaten x, y irgend eines Massen- 
elementes m. Dieser Theil wird in seinen einzelnen Punkten im Gegensatze zn dem früheren 
von keinen Elasticitätskräften angegriffen. 
Indem man Kürze halber setzt: 


2) 


wo g die Aceeleration der Schwere, und p’ das Gewieht des Stabes bedeutet. wird aus Glei- 
chung 1) in der Summe die beiden Theile bericksichtigend: 
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Diese Bewegungsgleiehung wurde aber, wie oben bemerkt, aus der Gleichgewichts- 
bedingung erhalten, für welche es nothwendig, aber auch hinreichend ist, wenn das Moment 
der Kräfte, die die beiden unendlich nahen Querschnitte des Stabes bei (xy) parallel zu stellen 
suchen, gleich ist der Summe der Momente der den Stab in den einzelnen Punkten angreifen- 
denalßrıre toewelche x > z, und der ganze Theil von x = 0 bis x 2 alertest und 
unbeweglich angesehen wird. 

ärinnert man sich dessen, so sieht man sofort, dass für alle jene Punkte, für welche man 
x > a hat, die zweite Summe verschwinden muss, und daher, indem man zur besseren Unter- 
scheidung, die auf solche Punkte bezüglichen Grössen p, £, 7 nennt, für die obige Gleichung 
folgende zwei zu schreiben sind: 
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Differentiirt man diese Gleichungen nach x und £, so sieht man, dass die von der Verän- 
derlichkeit der untern Grenze herrührenden Glieder versehwinden, indem man darin ai = v 
und EI = E zu setzen hat. Es wird somit 
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und wenn man ein zweites Mal nach x differenturt, wird, da nur die von der Veränderlichkeit 
der untern Grenze herrührenden Glieder übrig bleiben 
„ey Bu d’y „din den 

5) Ve 7 en 

Beide Theile des Stabes ergeben somit dieselben Differentialgleichungen, von deren Inte- 
gration die Lösung des Problems abhängt, die sich ausserdem in Nichts von denjenigen unter- 
scheiden, die man bei Betrachtung von unbelasteten Stäben erhalten haben würde. Ihre Inte- 
gration geschieht demnach auf die bereits bekannte Weise, und die Constanten folgen aus den 
Bedingungen, wie sie für gewisse Punkte gegeben sind. Eben diese Bedingungen sind ver- 
schieden für die beiden Theile des Stabes, in Folge dessen sich die Integrale von 3) und 4) in 
den Constanten von einander unterscheiden werden. 

Übergehend zur Bestimmung dieser Constanten, seien zunächst die aus 5) gezogenen 
Ausdrücke für y und n 


0 = EI + Rh. cos Gef 
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ferner werde vorausgesetzt, um für den am häufigsten vorkommenden Fall die Auflösung zu 
geben, der Stab sei an dem einen Endpunkt, für welchen x = 0, y = 0 genommen wird, ein- 
zcklemmt, so dass man sogleich für diesen Punkt die für jeden Zeitaugenbliek zu erfüllende 
Bedingung hat: 
e dy 
3) 2): g = U — == i, 
axr 
Setzt man in Gleichung 3) und in ihrer nach x genommenen Ableitung x = a, so hat 
man weiter die für jedes € geltenden Relationen: 
e En | "3 1 dr 
ea e -5 = (Ea dd — — Sn. (va): ae m. dt u 
l do E z 
Geht man jetzt auf den zweiten Theil des Stabes iber, der ganz getrennt von dem ersten 
betrachtet wurde, so hat man für x = Ẹ = solche Bedingungen zu setzen, die die in der Wirk- 
lichkeit nicht aufhörende Continuität im Punkte (a, b) ausdrücken, diese sind aber 
dy dn 


10) P= ë e, E tp > = y 
E de 
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Endlich wird man für das Ende des Stabes, da dieses keine äussern Kräfte angreifen 
sollen, noch setzen müssen: 
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Die Grössen s und o, von denen die Schwingungsdauer abhängig ist, wurden bis jetzt 
als von einander verschieden angenommen. Man sieht aber leicht ein, dass eine solche An- 
nahme mit den Bedingungen 10) im Widerspruche steht, sobald man die Schwingungsweise 
der obern Theile des Stabes ganz allgemein und ohne weitere Bedingung annehmen würde. 

In der That ist es unmöglich, dass zwei Punkte, die ihre Schwingung in versehiedenen 
Zeiten vollenden, für jedes £ sich zugleich an demselben Orte befinden, und wenn man die 
Gleichungen 10) zweimal nach € differentürt, so erhält man z. B. aus einer derselben 








aber es ist 


= ysy o —= Zeie 
de / ’ de y i 
woraus wegen y = n sogleich folgt 
H = G, 


und man hat obige Behauptung auch aus den Bedingungsgleiehungen erwiesen. 

Allein dieses zeigt nur, dass die Punkte von x = a bis x = / Schwingungen vollführen, 
die gleiche Dauer mit denen der Punkte von œ = 0 bis x = o haben, stellt aber die Möglich- 
keit nicht in Abrede, dass ausserdem noch eine andere Schwingung gleichzeitig und blos in 
dem oberen Theil des Stabes stattfinde. Denn macht man die Annahme, es habe z die Form 


n = d sin yst + k cosyst Lo, sin yo’! + Ei cos yot 


was immer erlaubt ist, da der Differentialgleichung eine Summe ähnlicher Ausdrücke wie 7) 
fr S déit 
= On 
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venigi, muel es scı fir s= w, G = O umd — 0, dessgleichen: 
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wird man vollständig den Bedingungen 10) genügen, obwohl für &>a die obigen Ausdrücke 
endliehe Werthe annehmen. 

Es ist zwar im Vorhinem klar, dass in einem Theil des Stabes nicht eine Schwingungs- 
weise existiren kann, ohne sich sogleich über seine ganze Länge zu verbreiten ‚jedoch der 
Vollständigkeit wegen mag auch dieses aus den aufgestellten Bedingungen erwiesen werden. 

Zu diesem Zwecke wird man die erste der Gleichungen 9) wählen. Bedenkt man, dass 
die Punkte der Masse M übereinstimmend mit denen der untern Theile des Stabes schwingen, 
so lässt sich diese Gleiehung unter obiger Annahme von n auf die Form bringen 
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wo die Bedeutung von R und S, die von der Zeit unabhängig, leicht erkannt wird. Differen- 
Hirt man diese Gleichung zweimal nach ? und dividirt das Resultat durch dieselbe, so erhält 


man wieder 
Zi me 6 


so lange die im rechten Theil stehenden bestimmten Integrale nicht verschwinden, denn dann 
wäre aus obiger Gleichung das o nicht bestimmbar. Allein die Integrale 


l H 
J g" (&-—a) dë ; f KT (E—u) de 
a "o 
können nie der Nulle gleich werden, denn sie würden ausdrücken, dass die Schwerpunkte der 
Flächen, die von den Curven Ww = g” und d = 4” eingeschlossen, und von (E — a) = (l— a) 
bis (?—a) = 0 genommen sind, die Abseissen o haben, also in die eine sie begrenzende 
Ordinate fallen, was unmöglich ist. 

Man hat daher nach Allen diesem immer zu setzen 


12) s=% 


und es genügt für y und y gleichzeitig dieselbe Form, am einfachsten nur ein Glied, wie in 
6) und 7) anzunehmen. 

Bevor man jedoch zur Substitution der aus 6), 7) und 12) genommenen Werthe von y, 7 
und deren Ableitungen übergehen kann, nämlich in Gleichung 8) bis 11), miissen noch die 
auf die Masse M bezüglichen Summen in eine zur weitern Behandlung geeignetere Form 
gebracht werden. Um dieses zu leisten, werde für die Masse N ein neues Coordinatensystem 
eingeführt, dessen Axen immer dieselbe relative Lage gegen die Punkte derselben einnehmen. 

. Die Masse M wird aber als blos in dem Punkte (a, b) mit der Mittellinie des Stabes, oder 
vielmehr mit dem durch (a, b) gehenden Querschnitte desselben, als fest verbunden ange- 
nommen, und dieses ist demnach eine, ihre Lage in Bezug auf M nicht ändernde Ebene. 

Die Durchsehnittslinie dieser Ebene mit (X, FY) oder der Schwingungsebene des Stabes 
sei die Axe der v, die auf v senkrechte, in der Ebene (A Y) gelegene Gerade, oder die Tan- 
gente an die Curve der sich bewegenden Mittellinie im Punkte (a, b) sei die Axe der «, die 
Axe der w demnach senkrecht auf (o, v) oder Eb.. CA H) im Punkte (a, b) gezogen. 

In beistehender Figur ist AA Y die Schwingungsebene, 88’ _ 
ein Theil der Mittellinie zur Zeit #, M der Durchschnittspunkt ` 
von SS mit dem fest mit der Masse M verbundenen Querschnitt, 
dessen Trace auf der Ebene (XY) MV ist; m die Projection 


eines Massenelementes von W auf EL . (XY) oder (UV), also: pl- 
Ap = UNE E Sp 
Wp = m e 
AP =a, MP=b 





SE dy . 
und wenn man unter ER dasjenige versteht, was aus —- wird, wenn 
Oo RAA D 


man darin x = a setzt, so ist noch 
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woraus dann sofort erfolgt 
r = @' + ucosi— Paint, Ņ=b + usin? + vecos’ 


oder, das Bogenelement in (a, b) mit d? bezeiehnend 


Br: da db ` = db 
ee = ee 


Da aber sehon oben ds mit dx verwechselt wurde, wird man mit demselben Rechte auch 


hier da = dl setzen, und daher 





db db 
t=a+u—v y=b+u— +r 
da da 


woraus weiter folgt, weil « und » von ? unabhängig sind 





T dy db d ab 
=) en 
dieses mit 
db 
(—a) = u — r. ES 
multiplieirt gibt 
dy d’b vd db db db db vd db 
171 Gift zeg e A — Z 5 x i u 
) (x a di? r de u dr da S da de a da dt da 


Diese Werthe aus 13) und 14) zugleich mit m = dm in die entsprechenden Ausdrücke 
9) gesetzt, ergeben für die dortigen Summen: 


Be 8 8. Ce EE 
ERR (x D udm + SSC? wdm SS SE dm s no dm 
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Diese Integrale haben sebr aus Wer und bedenkt man weiter, dass b nnd RES 
a 


sehr kleine Grössen sind, so dass b - und LG d mit («Im ev und Cou „ur multiplieirt gegen die 
übrigen Glieder vernachlässigt werden See und zwar um so melu, je sy mmetrischer der 
Körper in Bezug auf die Mittellinie und die ns (AY) gestaltet ist, so kann man, mit H die 
Coordinate des Schwerpunktes und durch Ẹ das Trägheitsmoment der Masse NM in Bezug auf 
eine durch M gehende, und auf der Ebene der (uv) senkreehten Geraden bezeiehnend, setzen 


5 Sl a A —Ẹ wi 
15) In zU u= DMU z u 

j d’y d’ db 
16 Im. — =S N —. 

1 om. y Dk Ze MU . m 
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Nun kann man auch an die weitere Entwickelung der oben aufgestellten Bedingungs- 
gleichungen schreiten. Man hat zunächst wegen Gleichung 12) j 
y=gsnyt+h.cosyt, n=gsinys’t + e cosys’t 
17) 








; an I a r S 
e "e (g sin yst + h cos yst), = = — ys (g sin yst + k cos ys*t). 
at ar 


Ferner weil s eine, auch von x und E unabhängige Grösse bedeutet: 














dy dg — 24 dh 2 dn dg' 7 dh' 2, 
e a i P “7 — in e ps ag 
da dx ER ES d dE m Te un 
dy da" N F dr BEN A j 
— ees 24 [1 u... Be: S ze 1 

18) A de Sın ys im de ae SIN ys 
d'y da SG 
TE E a E e A8 JE = 

u d'y dg . en ` 
9 —, — Z — 2 E Ge = 3 3 Go A 
1 ) de de u d LG sın ys nn T COS ys ) 


Denkt man sich die Substitutionen von 17), 18), 19) in die Gleichungen 8), 9), 10) und 
11) ausgeführt, so bemerkt man, dass, da sin ze und cos ze vor das Integralzeichen kommen, 
nur solche, mit diesen Grössen multiplicirte Glieder vorkommen. Allein die Bedingungsglei- 
chungen enthalten nur die zweiten Ableitungen von €, in welchen wieder nur die g und dg und 
deren Ableitungen nach x mit sin ys, die A und A und deren Ableitungen nach x aber mit 
eos yst multiplieirt erscheinen. 

Sollen aber diese Bedingungen für jeden Zeitaugenblick erfüllt sein, so müssen sowohl 
die Summen der mit sin zeit, als auch die Summen der mit cos zeit multiplicirten Glieder, 
jede für sich der Nulle gleich sein. Nach allen diesem zerfällt also jede Bedingungsgleichung 
in zwei neue, die einfach dadurch erhalten werden, dass man einmal 











3 dg dg do sa U 7 sap da dig dig 
N ae ar Za Ne 
das andere Mal aber 
Ih dh ER dh dh Pk di 
Dur Bu ST a, We ers 
KR 7 de’ da?’ de‘ N a en TE 
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setzt, so dass man folgende Gleichungen erhält: 
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Ëh 2 s d 
ee ae 
21) Pype A Aoo 
d'A i s dh 
— ee h == 
dæ’ S IS ôy (m Zu =) 
mm e E zs O g = M= 
29) dg dg dh ` dk 
dx de da dë 
d’g’ d'A 
E=: n= mo 
de? de? 
d'al dh 
23 = —— — 
) dë? 0 de 0 


Es wird genügen, blos einen Theil dieser Gleichungen zu betrachten, z. B. denjenigen, 
welcher g und a enthält. In den daraus erhaltenen Formeln wird man nur an die Stelle von 
4,4... LL...zu setzen haben: CC... P, P'... um sofort den auf A, A bezüglichen Rela- 
tionen zu genügen. Im Folgenden sei es noch erlaubt der kürzeren und übersichtlicheren 
Schreibweise wegen, die hyperbolischen Functionen einzuführen, also zu setzen: 


= 


N AP E 1 s$ —.ı 
Sin . sx = p (er SCT, Cof . se =- (e + ez 


= 
Aus den Gleichungen 20) folgt sogleich 
24) d = p A=—B 
so dass man schreiben kann 
g = A (sin se — Gin. sx) + A (eos se — Cof. sx) 


woraus man die nöthigen Ableitungen findet 


d e : 
Z = sA (cos sx — Qof. sx) — s A (sin se + Sin. sx) 
x 

d’ 2 S e A e 

25) E = — s’A (sin sz + Sin. sx) — s’A (cos sx + Cof. sx) 
dy S S 
be = — sA (cos sx + Gof. sx) + A (sin sx — Sin. sx) 
aX 


Die auf g' sich beziehenden Ableitungen werden sein 








2 — a (Leos &—Lsin së + M&of. ët M Ein. se) 
OS 
26) u — 9 (Leine t Leoss: -M,Sin.ss Ee 
I = — 8 (Loos sẹ — Dein — M Gof . së — M Sin. si) 
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Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXI. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. D 
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und damit kann man sogleich die aus 22) folgenden Bedingungen hinschreiben 

27) A(sin sa— Ein sa) + A (cossa— Cof sa) = L sin sa H cos se + M Gin sa + M’ Coj sa 
Alcos sa— Dal sa) — A’ (sin sa— Cinsa) = L cossa— L sin sau + M Cof sa + M’ Sin sa 

eben so die aus 23) sich ergebenden 


L sin sl + Z cos sl — M Giu sl AM Cof sl = 0 
L coss! — L sin sl — M Cof. sl — M Giu sl = 0. 


29) 


Die Gleichungen 21) führen auf gewisse Integrale, deren Werthe leicht zu erhalten sind, 
es giht sie die folgende Tabelle: 


7 l 
g 1 d IS, 
siu së . d? = — — (cos sl — cos sa); [cos s? . dE = — (sin sl — sin sa); 
s 2 z ; 


z at 1 {2 h } R 1 
[Ein ss . dë = — (Gof s? — Gof sa); fé ee ee), 
ei s 8 


a 
7 
2 I y e 
IE sin sé . dẸ = — (sin sl — sin sa — sl cos sl + sa cos sa); 
EI 
29) Bue 
Mi cos SÉ . dẹ = — (cos sl — cos sa + slsin sl — sa sin SQ); 
z 
RK $ 
E Sins? . d? = — — (Ein sl — Sin sa — sl Gof sl + sa Gof sa); 
E 
a 
\ 1 
f Gof se. d? = — — (Cof sl — Cof sa — sl Sin sl + sa Gin sa). 
3 


a 
Die Substitutionen der entsprechenden Ausdrücke in 21) ergeben, wenn man zugleich 
die Bedingungen 28) berücksichtiget 


30)A (sin sa+ Ein sa) + A'(cos sa + Cof se)—=Lsin sa+ L’ecossa— NM Sin sa— M Cof sa — 
—; ad Ar sa— Sinsa) + A’(cosse— Cof sa) 
Di 


=; T |A(cossa—Gojsa)—A (sin sa— Sin sa)! 
31) A (cosse + Gof sa)— A (sin sa -+ Gin. sa)= L cossa— Lann sa—M Gof sa—M Sin sa + 
dë Jr, Jet sa— Sin sa) + A (cosse — Mol sa; + 
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AS 


+ UM A(eos sa—Õoj sa)—A (sinse — Sin sal 
e 


ü 
Wenn man die erste der Gleichungen 27) sowohl zu 30) addirt, als auch davon abzieht, 
dasselbe mit der zweiten der Gleichung 27) und 31) macht, so erhält man vier neue Glei- 
chungen, nämlich: 


a fo sin sa + d 2 Al 
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A2 cos sa + d = Dein sa E ee A 
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some eisen ca 


Léi 


| 
ch £ Cof sa + da} = — 2 M Ein sa — 2 N’ Coj sa 


LO 


bi L woe sm —R I am 8% 
} D H 4 
2 Cof sa + P{ + 4 2 Sin sa — p} e — 
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34) A |2 cos sa + J — A' {2 sin sa + p? = 


M Gof sa — ? N Sin sa 


= 
za 
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wo folgende Abkürzungen eingeführt wurden 











e f 8 ER ` 
a = S MU (sin sa — Gin sa) + —T. (cos sa — Dol. sa) 
y ò 
si i e 
g = — MU (cos sa — Cof. sa) — = T. (sin sa + Ein.sa) 
Co 0% 
36) l 
s ; ; s Sp 
= — t (sin sa — Ein sa) — — DU (cos sa — Bof . sa 
=M e — MU D 
KK o9 
s s ; > 
= — N (cossa — Cof sa) — — MU (sin sa + Sin sa). 
Hz 92 


Aus der Combination von Gleichung 32) und 34) erhält man Z und L’, und eben so M 
und N’ aus der Combination von Gleichung 33) und 35) blos durch die Constanten A und AJ 
und die übrigen Grössen, die dureh das Problem gegeben sind, wie sie folgen, ausgedrückt: 


M i Cem 

JL cz (2 + asin sa + B cos sa) + — (a sin sa — d cos sa) 

' A . EI Sh 
L' = 7 (acossa — B sin sa) + — (2 + a cossa + $ sin sa) 

37) A e 

M=3(-?2+.6inse — $ Gof . sa) +5 La Sin.sa + Got, ao 

H A en Bb WA e? 
M =a (— a Cof.sa + 3 Ein sa) — Ge (2 + a Gut, ag + d Sin.se). 


Die Gleichungen 28) geben aber noch zwei Relationen zwischen L. H, M. M', die auch 
erfüllt sein müssen, und die nach ausgeführten Substitutionen von Gleichungen 57) zur Bestim- 
mung von A, A’ und s dienen werden. Berücksichtigt man hiebei die Relationen 


Got. ad Cof.sa F Sin sl. Ein sa = Cof s (l F a) 


58 
=) Ein. ai Dot. ao F Cof.sl Ein sa = Gins (l F a), 


so können diese zwei Endgleichungen in folgende Form gebracht werden: 


39) A j2 (sin sl + Ein sl) + a (coss (—a) + Gof s (—a)) + 8 (sin s (—a) + Ein s (les 


mn 


=< Ai 2 (cos sl + Cof. s?) +a (coss(—«) + Gofs (—a)) —# (sins (1—4) — Sins(/—a)) 


40) 4’ f2 (sin sl — Sin sl) Lei (sin s(l—a) — Eins (2—a)) +e (cos s ((—a) + Di: 1-0) = 


j 


u 


= 4 S (c0s2+ Goal —a (sin s ((—a) — Sin s(l—«)) +2 (coss (—«) + Gof. s(l—«)) 


Die Grössen A, A’ und s bestimmen sich daraus wie folgt. Zunächst kömmt man durch 
Multiplication von 39) und 40) wie sie über einander stehen, zu einer transcendenten Glei- 
chung, die nur s enthält, wenn man zu beiden Seiten der Gleichung AA’ weglässt. Da also 
alle übrigen Constanten, die bis jetzt noch unbestimmt blieben, daraus verschwinden, so muss 


= 


= 
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sie auch identisch sein mit derjenigen, die man aus den % enthaltenden Theilen der Gleichun- 
gen 20) bis 23) erhalten hätte. Die Wurzeln dieser Gleichung liefern die möglichen Werthe 
von s, und daraus die zugehörige Schwingungsdauer des Stabes r nach der Gleichung 


Binde 
Pe" 


s*y 





41) T 


Da es fiir das Folgende nothwendig ist, so mögen einige Zwischenrechnungen angedeutet 
werden. Zunächst gelangt man nach einigen Reduetionen zu dem Ausdruck 


4 (cos sl. Cof +1) + 


NEIE sin al. Sin sl) (vos s d —a) + Beta! al — (cossi+ Gef s)(sin s (a) — Eins(—a dl: 

7 a|s sl — Sin slllsin s (/—a) — Sins(—a)) + (coss? + Got si) (cos s (—«) + Gofs (1—a))} + 

A +e 0851 + Gof s/)(cos s (1—a) + Gof s (?—a)) + (sin 2—Ein sl)(sin s (1—a) + Sins(!—a)) 9 

el sin d + Sinsl)(cos effi + Cof s (1—a)) — (cos sl 1 Cof len s (1—a) + Sins (1—a))}+ 
+ (e8 +28)(eos s (a) Cof e (a) +1) = 0; 


oder, indem man die Multiplicationen ausführt, und dabei auf Gleichungen 38) Rüeksieht 
nimmt 


-0 = 4 (cos sl . Gof s? + 1) + (aß + aß) (eos s (a) . Gof s (1—a) + 1) + 
+ a (sin sa — Gin . sa) + a (cos sa + Gof sa) + B (cossa + Gof sa) + B (sinsa + Einsa) 
+a ( sinsa. Gof s(—a) — sin s(—a) Cof sl + cos sl. Sin all ai — cos s(l—a) Sin sl) 
a (—sin sl „Sins(—a) + sin s(—a) Gin sl + cos al Cof s(—a) + cvs s(1—a) Gof sl) 
Du B (sin d .‚Eins(l—a) — sin s(l—a) Sins! + cos sl Gof s(l—a) + cos s(—a) Cof sl) 
ST sin sl Gof s(l—a) — sin s(l—a) Cof sl — cos sl Sin s(—a) + cos s(l—a) Ein sl) 


Es erübrigt nun noch die Werthe von oa, 8, ß aus 36) einzuführen. Man findet dabei 


(MW— IM) (cos sa . Cof sa—1) 





7 Ist 
ap SR Pax = dei 


und die Summe der folgenden vier Glieder 


s e s’ : Di: 
— 4 — MU. sin sa.Sin sa— 2 — X (sin sa Sof. sa + cos sa Sin sa) — 
ur or 


8 S . 
— 2 — M (sin sa Gof. sa—cos sa Ein sa), 
Sr 
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so dass man mit Beihilfe der Relationen 38) endlich zu folgender Gleichung gelangt: 


SC 


4 (cos sl . Cof ai + 1) +2 z (Mw — T) (cos sa Cofsa—1) (cos s ((—a) Eofs (l—a) + 1) 








See CS | 2 (sin sa Cof se + cos sa Sin sa)— 2 (sins(—a)Gofs(? Ze coss(l—a) Eins(—«a)) t 
d 


SB (sin sl Gof sl + cos sl Sin s?) en (sin sl Cof s l — 2a)+ecos s ((—2a) Ein s)| + 





sin s ((—2a) Sin sl + sin sl Sin s ((—2a)— 2 sin s ((—a) Sin s (—a)— ? sin sa Ein sa} 





2(sin sa ßofsa— cos sa Sin sa)— 2(sin s(l—a) Cof s (I— a) — cos s (l—.a) Sins (—«)) 

+ (sin sl Dot sl— cos sl Sin sl) + (sin sl Dol s (— 2a) — cos s (l—2a) Ein ah —(. 
Die Werthe von A und A’ können auf zweierlei Weise ausgedrückt werden, je nachdem 

man die Gleichung 39) oder 40) benützt. In jeden Fall hat man aber nothwendig zwei neue 


Constante E und E einzuführen, die von dem Anfangszustand des Stabes abhängen werden. 
Man erhält also entweder 


= — Els (coss? + Cof sl) + (cossa—Gof sa) Te (coss (1—a) + Cof s(¿—a)) 
ma sli—e) + Siu all +(sin sa+ Ein sa) = 
Z. = (coss(i—a) + Gojs(1—a))}] 


A— aje (sin sl + Ein sl) L (sin sa— Ein sa) = (e cos s(l—a) + Go s (—a)) 





(sin s(l—a) + Sin s(l—a)) 
43) 








A = (sin s(—a) + Ein s(1—0))}— (cos sa—&of vil E (sins(!—a) + Sin s(1—a)) 


5 (cos s(1—a) ét all 


oder 


D 


"dese [26 si— Sin sl) + (cos sa— of sa) = (sin s(l—a)— Sin s(—«)) 














ie = (eos s(l—a) + &of sl) — (sin sat Einsa) E (cos s(l—a) + Gofs(l—«)) 
44) S 
1 (eins(—a)— Sins(1—a))!] 
AS ët sl +&of sl)— (sin sa— Ein sa) Le (sin s(l—a)— Sins (1—«)) 
Be = (coss( I—a)+ Gofs(l—«)) — (cos sa— Bo sa) Es (cos s (—a) + Got (—a)) 
+ = (sins( Sit 
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Bezeichnet man die mit Æ und E multiplieirten Ausdrücke resp. mit G, @ und G, Gi, 
so erhält man aus Gleichung 6) 
45) 9=— E {G (sin se— Sin sx) — G’(cosx— Motel = LE, |G, (sin se— Sin sx) + G”, (cosx—Eofsx)}- 


Da sich durch Substitution von A und A’ in die Werthe von L, H M, A keine beson- 
dern Reductionen ergeben, so wird es erlaubt sein, diese Substitution nur angezeigt zu lassen, 
und dabei zur Abkürzung zu setzen 


46) — 2G — sin sa (Ga — Ga) — cos sa (GR +EP ) = ZU 
2G, + sin sa (Gia+ Gia) + cos sa (G, 8GB) = T, 

T 2G — cos sa (Ga — Ga) + sin se (GB + EP ) = 21" 
) 2G; + cos sa (G,a4-G, a) — sin sa (G ee SEL 
48) 2G — Einsa (Ga — Ga) + Cof sa (GB u 29 
— 2G, + Sinsa (Gia + Gia) — Cof sa (GB— G3) = 29, 

49) — ZO + Cof sa (Ga — Ga) — Sin sa (GB EB ) 90 
— 26, — Gof sa (Gat Gra) + Einsa (GBP) = 29, 


so dass man haben wird 
EE E, E m Zn an 
in Folge dessen aus Gleiehung 7) hervorgeht 
51) g= ET sins? + 2&insE + T’cossE + 2’ Cofst}—= E, T,sins® + 8, Sins: + T/’coss3 + &Q,'Cofss} 


Für die Funetionen A und A seien die den Æ und E, entsprechenden Constauten mit E 
und E bezeichnet; dann kann man ihre Werthe wegen der schon oben gemachten Bemerkung 
sogleich hinschreiben, denn es kommt 


52) CICO = Eur OS S 
PS ET= he E 2 = EN Q S a E N. O 
zu setzen, und wenn man noch zur weitern Abkürzung die Bezeichnungen einführt 


— G (sin sx — Einsx) + @ (cos se — Cofsx) = 


53) l i 
G, (sin se — Gin sx) + G, (cos se — Cof sz) = X, 

54) I sins? + Q Gins +T cos + U coss =E 

£ d DH =n 
Memesa- 9, ems + T/cos&E A Ea 


so wird also 
55) M = Ba IN Ee EE 
und für y und n in den beiden Theilen des Stabes wird man haben 
y= A (Asins! + E cosys‘t) 


56) >r Daa u w ` 
y = A (E sin yst + E; cos yst) 


57) j= (E e + LE’ cos st) 
í 
n = Z, (Æ sin yst + E/ cos ys”) 
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wie vorauszusehen von derselben Form wie bei unbelasteten Stäben. Da aber A und = ver- 
schiedene Funetionen von æ sind, so wird für jeden Zeitmoment ż, die Curve der Mittellinie 
aus zwei Theilen bestehen, die nach verschiedenen Gleichungen gebildet sind, und in dem 
Punkte M oder (a, b) so zusammentreffen, dass sie hier die Ordinate und Tangente gemein- 
schaftlieh haben. Übrigens unterscheidet sich das Gesetz der Curve von x = 0 bis s =a nicht 
von demjenigen bei unbelasteten Stäben. 

Es erübrigt nur noch, die Constanten E, E, E, EI aus den gegebenen Anfangszustän- 
den des Stabes zu bestimmen, und die gewöhnlich befolgte Methode wird aueh hier mit einigen 
Modificationen zum Ziele führen. 


Bezeichnet [y] die Ordinate irgend eines Punktes des Stabes zur Zeit t, so hat man: 


Multiplieirt man diese Gleichung mit [X] d[x], wo [A] einen der Ausdrücke 53) oder 54) 
bezeichnet, und integrirt in der ganzen Ausdehnung des Stabes, so wird 


— es plde=— rs [X]Iylde. 


0 


Da man aber hier jedes [y] mit dem zugehörigen [A] zu multiplieiren hat, so muss man 
im vorliegenden Falle das Integral in zwei Theile zerlegen, nämlich 


KE a 7 2 i 
lf ja] e] fire faa] 


Die Integration dieser Differentialgleichung ergibt 





a 7 
58) In de + des dg = H sin s’yt + H' cos gn, 


Setzt man im linken Theil dieser Gleichung für y und n ihre Werthe aus 56) und 57), so 
geht sie bekanntlich in eine identische über, die für jedes ż erfüllt ist, daher aus dieser Substi- 
tution folgt, wenn yẹ und n, die Ordinaten für = 0 bedeuten: 


a 7 
ri fra o f Sai 27 


o 


59) 


r 


S Xy. de LI Seit 


(de LIT Ed 
und wie man leicht sieht, hätte man auf dieselbe Weise gefunden 


en 2_ S 
SÉ EE dE 
o a 


59) E es ; 
S Aide +f Eid 
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Differentiirt man 58) nach £, und nennt «, und v, die zur Zeit 2 = 0 stattfindenden 
Geschwindigkeiten, so findet man durch eine ähnliche Substitution wie oben 
f Xudat f'E v dë J ude + f Evdi 
60) E= l "dÉ CC ` ` ee 
J X d4 f'E dk T An aig p EE 
u a v a 
Hiemit wäre der Zustand des Stabes zu jeder beliebigen Zeit gegeben durch die Anfangs- 
werthe von y und w, so wie durch die übrigen Constanten und keine unbestimmte Grösse mehr 


vorhanden. 
Die anzuwendenden Gleichungen sind jedoch eumplicirter Natur und die Schwingungs- 


dauer, deren Kenntniss von besonderer Wichtigkeit ist, hängt von der Auflösung der weitläu- 
figen transcendenten Gleichung 42) ab. Man muss sich daher begnügen, die Auflösung für die 
am häufigsten vorkommenden Fälle wenigstens durch eine entsprechende Näherung zu geben, 
Vor Allem mag bemerkt werden, dass die Gleichung 42) sowohl als auch 43), 44), 53) 
54), 56), 57) für M = 0, T = 0, und für a — 0 in die entsprechenden Gleichungen für unbe- 
lastete Stäbe übergehen, nämlich in: 
eos ai Cof s? + 1 = 0 
A = — ?E (cossi + Cof sl) 
61) A = 2E fans + ëm. si 
X=? (sin sl + Sin sl) (cos se—Cofsx) — 2 (cos si + Cof all (sin sr — Sin sx) 
y= [Esin yst+ E" cos yet}, 





wenn man der Einfachheit wegen für A, A, X und y nur die ersteren Ausdrücke beibehält. 

Im Folgenden sind diese Gleiehungen als Grundlage genommen, weil es besonders er- 
leichtert und übersichtlieher macht, wenn man untersucht, welehe Veränderungen durch das 
Belasten an den entsprechenden Grössen bei unbelasteten Stäben hervorgebracht werden. 

a) Ist der Stab in irgend einem Punkte belastet, so kann man wohl annehmen, dass M 
nicht sehr gross sein wird, wenn anders die Bedingung, dass die angehängte Masse nur in 
einem Punkte befestiget ist, wenigstens angenähert erfüllt wird. In dem Fall, wo die Masse 
mit einer grösseren Fläche an den Stab anliegt, kann diese entweder nieht als blos träge an- 
genommen werden, da sie eine Biegung erleiden wird, oder wenn sie absolut starr wäre, 
würde in den Befestigungspunkt keine Biegung eintreten und daher der obere Theil des 
Stabes, als von den untern getrennt, nur eine Belastung für diesen abgeben. 

Man darf also für a <l immer annehmen, dass Ẹ und U keine grossen Wertlie haben 
werden. Berücksichtigt man noeh, dass wenn M die Masse des Stabes, Z'sein Trägheitsmoment 
in Bezug auf eine durch seinen Endpunkt gehende, auf der Schwingungsebene senkrechte 
Drehungsaxe, und U die Entfernung seines Schwerpunktes vom Befestigungspunkt bedeutet, 
man haben wird 


òl = M, pòl = 3, oo Srm — SEH EE 
dass also, wenn man 


US; N Ge 


sja 
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setzt, nur die Verhältnisse 


vorkommen, die aber sehr kleine Zahlen sein werden, so wird man sich wohl erlauben dürfen 
in diesen Fall für 42) zu setzen 


(coso . Cofo + 1) — — — 


M 4 


M a 
H 


2(sin ECK — (08 6 > Sins =) 
& a a RER a 
62) —2(sin sul ul ) Cosa (l— Sing a) 
. . nd Ze DN ` 
+ (sin sßofs— coso Sin o) d (sinoGofs(1—=)—cos c(l EE Sin den 
Denkt man sich unter den beiden Theilen dieser Gleichung die Ordinaten zweier Curven, 


so dass die o die zugehörigen Abscissen bezeichnen, so stellt die Abscisse eines Durchschnitts- 
punktes auch eine reelle Wurzel der Gleichung 62) vor. Die Curve 


65) y = cos c ßofo-+l 
schneidet die Abscissenaxe in den Entfernungen 187011 und dann mit immer grösserer 
we anne Sr e Gi Ee E har E E GC 
Näherung in 3 ine (änt, Zwischen je zwei solcher Punkte liegt nur ein 


Maximum, denn man findet die zugehörigen Abscissen aus der Gleichung 


Sius 


MANS = - 
WE, 





NE; 


wo der rechte Theil schon für o = 2, 0:964 wird, so dass man mit grosser Näherung die Ein- 


A In T ` z S ` ` 
heit setzen kann, und daher o = Ir, 3 T o go die Abscissen der Maxima sind. Zwi- 
schen je zwei Durchschnittspunkte fällt aber auch nur ein Inflexionspunkt, denn man hat 

d’y f o 
— - — — 2 sing Ein o 
das 


daher die Inflectionspunkte den Abscissen 0, m, ?r... entsprechen. 
Endlich hat die Curve für jedes o nur einen Werth von y, und die Maxima wachsen 
ungemein rasch, sie sind z. B. für 


5 e 

SS T= 395 yS EE 
z 

G= | T 7-07 ; g = 41:6 

ZE 

ere JS z-1021 93-33 1. 


Die zweite Curve geht für a = 0 in die Abscissenaxe über, und daher sind dann die 
Wurzeln der Gleichung 62) 
In In r ua 
1-8701, 3, Dën Ta Dëse 


Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXI. Bd. Abhandl. v. Nichtmitgliedern. 
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für den grösst möglichsten Werth von q, d. h. für « =! wird ihre Gleichung 


DM : ; 
yY =3° [sin a Gof s — cos o Ein ol 


A 


schneidet daher die Abscissenaxe in Punkten für welche man bat 





also an den Stellen, wo die Abscissen der Maxima der ersten Curve hinfallen. Die Durch- 
sehnittspnnkte der beiden Curven haben also Abseissen, die zwischen o = (4n + 1) = und 
(än + 1) — liegen und da o für a<] noch grösser werden muss, als für a = d weil die Schwin- 
sungsdauer im Allgemeinen um so grösser sein wird je grösser « wird, so sieht man, dass 
die zweite Gurve für o =, die erste so schneidet, dass die Abscissen der, 


Durehschnittspunkte jedenfalls kleiner als (än + 1) Z aber grösser als 


E, ES 
R 


TAR ; ; 
= (dn -+ 1) T sind. Innerhalb eines solchen Intervalles kann aber nur ein 





(2» +1) u 
3 

einziger Durchschnittspunkt zu liegen kommen, in Folge der angedeuteten Eigenschaften der 

ersten Curve, und da in der zweiten Gleichung keiner von den periodischen Gliedern eine 


Periode kleiner als E hat. 

Je grösser M wird, desto mehr nähert sich die zweite Curve einem System von parallelen 
Linien, die auf der Abscissenaxe senkrecht stehen, und dieselben in Punkten schneiden, deren 
Abseissen die Wurzeln des in Klammern stehenden Ausdruckes sind, und in der That ist es 
nur dann möglich, dass die Gleichung 62) erfüllt werden kann, weil y = 0.00, möglicher 
T 


Weise endlich ist. Für « =! würden die Parallllen ns = D, as P Se 


I= d .. o Gie 
schneiden. 

Es wurde eben bemerkt, dass für a>0O die Wurzel der Gleichung 62) kleiner sein müsse, 
als die entsprechende von 63). Für gewisse Werthe von « tritt jedoch eine Ausnahme ein, 
nämlich wenn der Gleiehung 62) dadurch genügt wird, dass sowohl der erste und zweite 
Theil, jeder für sich gleich Null wird. Um die Möglichkeit zu erweisen, betrachte man die 
Gleichungen 36) und 42,), die, wenn man die obigen Näherungen gelten lässt, sein werden: 


ess UI o = 0 
M : a SE a) S M a a 
B = = Ee (sn j az Om sg de B = Ap (cos IT = Goja) 


1 a 
cos g Go a == LA — e | | — d + Cof o (\ — sl (Bicos o+ Cof o) + P (sin o + Sin eil -+ 


1 k N a EE l a a Ar ; S 3 daks 0 
+ [nf 5) + ema{ zul (sin o — Gin o) — B (cos a + Got ell = 


xX 
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Hätte man also 


(sin s- Ein o) (cos we Cof o gd — (cos o + of d (o o g — Eins gd = D 


= 
(sin o — Sin d (sin o 5 — Sino d + (cos o — Got d Lon o ` — Gol o a 


cos o Gof o + 1 = 0 


64) 


j 


I 


so wäre die Ausnahme vorhanden. 

Die erste der Gleichungen 64) ist aber identisch mit 61), wenn man X = 0 und zr = 4 
setzt, die zweite würde mit der Gleichung für X, zusammenfallen, nach gchöriger Transfor- 
mation von 52). Die dritte Gleichung ist aber die für unbelastete Stäbe in 61). Die X = 0 
und X, = 0 geben diejenigen Werthe von x, für welche an dem unbelasteten Stab Knoten- 


punkte auftreten, also zeigt sich, dass wenn die Masse an einem der möglichen Rnotenpunkte 


mT . 
auftreten, dadurch dieser Werth auch für den 





befestiget wird, die zugleich mit o = (2n + 1) S 
belasteten Stab derselbe bleibt, natürlich für dieselben Stellenzeiger der Tonlıiöhen. 

Man kann bemerken, dass sobald man Ẹ oder U nicht gleich O setzt, dieser Fall nie ein- 
treten wird, und in der That ist dann die angehängte Masse auch in einem Knotenpunkte als 
in Bewegung zu betrachten. 

Durch die obige Analyse der beiden Curven gewinnt man einen Näherungswertli zur 
Berechnung der Wurzeln , denn wenn o eine Wurzel der Gleichung 62) bedeutet, wird man 
setzen können E 

a (?n+]) = + £ 


wo das obere Zeiehen nur für die kleinste Wurzel eintreffen kann. 
Das E ist für die grösseren Wurzelwerthe kleiner als 1, nur für die kleinste Wurzel könnte 


In o . . 
es auch grösser werden, da aber dann —— 1 schon kleiner als 1 ist, so kann man im ersten 


= 


Falle die Entwickelung, nach der Tailor'schen, im zweiten nach der Maelaurin’schen Reihe 
vornehmen, um eine möglichst rasche Convergenz zu erhalten. 
Es ist demnach zu setzen 


3 = IS pa = = GE ® 
o=f E EE E >) + L (: le... 


ee) + Ooa 











Um aus der ersten dieser Reihen E zu bestimmen, wird man diese Reihe so umkehren, 


Fe) 


dass die Variable E nach Potenzen von — De fortschreitet. Die zweite Reihe dürfte selten 
Zlvëi 

in Anwendung kommen, da sie ein grosses M voraussetzt, dessen Trägheitsmoment wohl nicht 

vernachlässigt werden kann, also Gleichung 26) überhaupt zu ungenau wird. Die erste Reile 

gibt nun, indem man mit p"Rm den m" Polynominalcoöfficienten der n‘“ Potenz der Reihe 





bezeichnet 
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u i F j 
fl a" 7 l Bi j 


oder, indem man beim zweiten Gliede stehen bleibt 


e 2) ee 
(eg -e 


AD o 


Bezeichnet man mit o und o zwei zu denselben Stellenzeiger der Tonhöhe gehörige 





Waurzelwerthe für den unbelasteten und belasteten Stab, so hat man, weil o = x = 1 
R EE 
65) Go D? ` 
x = + WI 


EE z = (0 5 To o) aber sehr mahe à = 0 seizen, 
Die zur Berechnung der E erforderlichen Ausdrücke werden sehr weitläufig, setzt man 
wieder x = go 1), und 





eg aM DI re z> + Cof z St — F 2 (sin % E ois sr - 


DM > 
T a S a Es a A Se a 
—2 [sinz S(1— $) 607» (1—4) wes äi — les zl 2 

















M 2 x 2a 7 2a 
ae N af Re Be Weess ee VE ee 
EG [260125 + (a "Tue (a H, 
ta: e o z ra 
=> 7 (eos 25,7 Enz, See S+ sin 52.601235) — 
ov o rn a 7 N. a 
SUE [sin % hallen d IEEN «{1-2)]+ 
i DEN . ; 2a)? 7 2a 
+2{1-7)sin «5 (1- 7 EN 5+[1-(1-7) Jess äi) Zen d 
so wird S 
T (5) = || — Ah 
x—1 
2 L 5) = — (—|) i Gi E — A— Br — 
x—1 
Zb =—(—1) en 23 D 
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mr z = (3, 5, 7T, . .. .) vereinfachen sieh die Ausdrücke etwas, weil man dann 


TE lo o 


Dot za ps — ernas Sss ® setzen kann, wenn anders a nicht so klein ist, dass man nicht 


_xaT Ja 


mehr e "eegene " vernachlässigen darf. 


Übrigens ersieht man aus der geometrischen Bedeutung der Näherung 





3 me 
1 (> J 
dass für viele Fälle auch diese hinreichen kann. Hat man nämlich zwei Curven, deren Glei- 


chungen y=%(e) und a = di (o) seien, und um ihren Durchschnittspunkt zu finden die 
Relation 


J (°) = ẹ (e) — ẹ (9) = 0 


wo bereits ein genäherter Werth dieses Durchschnittspunktes o, bekannt ist, so sind die zuge- 
hörigen Ordinaten nicht dieselben für beide Curven und zwar 


mm Samen 











7 SEI 
Zieht man an A und 4 die sich in O schneidenden 
Tangenten AC und A'C, und fällt CD senkrecht auf A'B, 
so wird man haben 
AD Each l 
Ge e E les d 
oi AE CD == CD = y (Lol 
AD CD’ —e(s) p 
a oa 


CD = a (a zl ï EA 





daher 


OB = c, — > 


woraus hervorgeht, dass obige Näherung darin besteht, die Abscisse des Durchschnittspunktes 
der Tangenten eines S nahe gelegenen, zur selben Abseisse gehörigen Punktenpaares, für die 
von H selbst zu setzen. Im vorliegenden Falle, wo die Curven so rasch ansteigen, dürften, 
besonders für grössere Werthe von x die Tangenten mit den Curvenästen nahe zusammen- 
fallen, und für nieht sehr grosse Werthe von M schon das erste Glied zur Bestimmung des £ 
hinreichen. 

L) Die Masse W riicke jetzt bis an dass Ende des Stabes, bleibe aber noch immer von 


o E u Sr : 
solcher Grösse und Ausdehnung, dass SCH und = vernachlässigt werden darf, dann wird aus 
WI 
Gleichung 42) 


R mM i S S 
66) 0 = cos o Goja + 1 — $z ° re Cof e — cos a Sin o ; 
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So lange 7 sehr klein bleibt, hat diese Gleichung eine zur Bestimmung der o sehr gün- 


stige Form, denn setzt man, mit g, eine Wurzel der Gleichung 


67) cos Gu Colo +1=0 
bezeichnend, 


G = 0 + uo 


wo p jedenfalls sehr klein ist, und entwickelt 67) nach der Tailor’schen Reihe, so kommt, 
die Glieder mit via bereits vernachlässigt 


0 = cos o of o + 1 — pe Ísin o Gofa — cos o Sin ol 





M 
dass man also nur yp. = TE setzen hat, und 
i 


o = 0 ——. 
M 


Setzt man diesen Werth in den Ausdruck für die Schwingungsdauer: 


I Air 1 SIN wé 
u = ae as M 
so zeigt sich, dass der Stab mit einem unbelasteten, blos in der Länge 2’ verschiedenen. gleiche 


Schwingungsdauer hat, wo 
: M 
d scil — zl 5 


Denkt man sich also statt des angehängten Gewichtes den Stab um AZ verlängert, und 
zwar so, dass diese Verlängerung gleiche Masse mit M hat, dabei von demselben Material 
und Querschnitt wie der Stab, so wird obiger Gleichung genügt, denn man hat dann 





M : M = EN! 
68) Mm 
Al = } Sei 


Je grösser o wird, desto kleiner muss M sein, um diese Näherung anwenden zu können. 
Für grössere o oder M wird man daher einen andern Weg einschlagen müssen. Setzt man zu 
diesem Zwecke in 66) 


so erhält man zunächst 


F (—1)” sin E Cof o+ 1 — wr f cos £ Cof o—( F ) (—1)* sin Sina, = 0 
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und daraus 

ea 

Ein (22+1)$ +8 
Cof n41) LE 





F tngE= 





1 + Her RTE 








69) i 
Eu d | Sin (n+ 1)E+E 
ae e f Mi, z ei ul me 
cos&Gof(@2-+1))5 +2) | 14 (er +3 +2) or 


Die doppolten Zeichen sind aber nur für n — 0 beizubehalten, weil nur in diesem Fall 


T $ hd .. = .. ii .. Be 
g auch grösser als — sein kann, denn in den iibrigen Fällen ist für M = 0, o zu nahe gleich 


pir 


z i 2 e ; 
(Guill als dass das E positiv ausfallen könnte, also nur die untern Zeichen zu nehmen 


sind. 
Setzt man aber &= 0 und z = 0 in Gleichung 69) so erhält man als Bedingung 


m 1 
Poo 





wla 
Co 
© 

= 

rela 


für kleinere Werthe von = ist also bei z = 0, das & positiv, für grössere negativ. Um aus 69) 
das & zu bestimmen, wird man zwei Fälle unterscheiden. 
n = 0. Man setze als erste Näherung E = 0, und hat dann wegen 











A Sin — z 8 
— — = 1:4395, Dot — = 3009 — — lan 
2 EH 2 2 
2 
157087 i 
FE oag e = = -— 


M F N. 
1414398 7 2.5009 (1-1 43987, ) 


mit diesen genäherten Werth geht man in den rechten Theil von 69) ein, findet ein neues E 
u. s. f, wobei man sich rasch dem wahren Werthe nähern wird. 

n = (1,2,3....) Für diesen Fall kann man sich im 69) einige Vereinfachungen erlauben, 
denn man findet schon für n = 1 


Ein Gi 
-— Se 099984 
Gof 3 — 
: 1 = 
Ebenso ist der Factor — — —— fürn —=1, 00178, für n = 2, 0:00077, so dass man 


Sof (22-+1)Z 
mit steigenden n immer mehr das zweite Glied vernachlässigsn kann, und zur ersten Nähc- 
rung immer setzen wird 


0) tn 
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. DH D ` T 
Diese Formel zeigt zugleich, dass mit wachsenden n das E der Grenze Ss zustrebt, 


und ein und dieselbe Masse eine um so grössere Änderung in der Schwingungsdauer hervor- 
bringt, je grösser die Stellenzeiger der Tonhöhen werden. 

c) Endlich werde von der am Ende des Stabes angebrachten Masse noch das Trägheits- 
moment und Lage des Schwerpunktes berücksichtigt, dann hat man die Gleiehung 





Pr? MI T S 5 
71) eoso@ojo+1 +H are: Per | a* (coso Cofo—1) g (sino Dél + coso Sino) — 
MU 


d am | 
oe g sin o Sins — E o (sin o Go] a — cos o Gin o) = 0 


Auch hier mögen wie oben zwei Fälle unterschieden werden. 


n= 
DH H T H en bn ex 
In diesem Falle muss o zwischen 0 und — + 1:8701 liegen, und zwar näher an Null für 


r ; 

grosse, näher an — für kleinere Werthe von M, 3 und U. 
Für den ersten Fall kann man sich erlauben Gleichung 71) nach Potenzen von o zu ent- 
wickeln, und indem man bis oi vorschreitet, erhält man einen sehr bequemen Ausdruck, 


ämlich. indem man in 71) die nicht von o abhängigen Coäfficienten der Reihe nach mit 


EOTS bezeichnet. 


1 è S 
l= 6 (5: H 3 SÉ ER 


und daraus 
il 


er SF +2 +72) 


-i 
19 
ns 


so wird man zu einer der oben angeführten 


Ist aber M, T und U nicht so bedeutend, 


D .. s T LÉI 
Näherungsmethoden seine Zuflucht nehmen. Setzt man nämlicho=— ZE und zur Abkürzung 
Zn SS , Cin (46) zo. z 
dE RE stil sc S KSE SIE SE 


E ED E d SE ED SE 
3“ I u ale I 





wo man wieder zur ersten Näherung im rechten Theil E = 0 setzen wird. Um über die Wahl 


e . z p d 
des Zeichens zu bestimmen, bemerkt man, dass für s = — , oder 5 = 0 sein muss: 
S Heel 
T4) Glen = 0. 
> T 
= Cof 7 
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Dieser Ausdruck, den man ohnedies zur ersten Bestimmung des E rechnen muss, wird für 


M = 0, — 





woraus man schliesst, dass für negative Werthe von 74) das obere, für posi- 


z2? 
Cof $ 
tive das untere Zeichen in 73) zu nehmen sei. 
n = (1,2,3....) Setzt man wieder zur Abkürzung, da hier 
Eins 
Gut: ` 


gesetzt werden darf, 





ole 03 e} +Rfert nä e+ sheng — )=6 (ern; — Et) 
EE (C74 Ee hale u 2 = ch: ele uë — SE (ze 1 GË :) 


T D D 
so findet man, wenn man (22-+1) als erste Näherung annimmt: 


JCE H eeh 
ee E: 


cosce (Cr t De i)a (C+D) 


Für Werthe die sich zu weit von (?2+1) entfernen, wird jedoch diese Formel nicht 


7a) my i = 


Ra 


hinreichen, man hat daher noch zu untersuchen, welches in den äussersten Fall die witere 
Grenze, bis zu welcher die o für gewisse M kommen können, sein wird. Dafür genügt es 





solche Werthe von o zu betrachten, für welche gegen die andern Glieder vernachlässigt 
80] 7 


werden kann, und es schreibt sich dann Gl. 71) 
76) coss— |— Po' coso + Qo? (sino + coso) + No” sin a + Ss (sin o — cos d =) 


woraus man weiter findet, den Theil in den Klammern für sich gleich Null gesetzt: 


PP—0r+5 
OP+ Rs +5 


welche Gleichung die Durchschnittspunkte der durch den in Klammern stehenden Theil dar- 
gestellten Curve mit der Abseissenmasse bestimmt. Es seien F, G@ diese Punkte, und Z, L’ 
die entsprechende Curve, ferner AK’ ein Theil der Curve, die der Gleichung y = cos g ange- 
hört, und daher A, B, C Punkte, deren Abseissen mit den Wurzelwertlien bei unbelastetem 
Stab zusammenfallen, die der Punkte JJ... aber der Gl. 71) genügen. 

Der rechte Theil von 72) wird oo tür 


tang o = 


s=00, und daher kommt mit wachsenden o 


dieses einem ungeraden Vielfachen von L 
immer näher, oder die Punkte F, G rücken 
an die Punkte A, B, je weiter man von O 
aus nach rechts fortgeht. 

Bei denselben Stellenzeigern der Ton- 
höhe kann also durch das Anbringen der 
Masse M das zugehörige o sich um z im 


äussersten Falle von dem für M =Q unter- 





Deukschriften der mathem.-naturw. CL XXI. Bd. Abhand). v. Nichtmitgliedern. 


u 
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seheiden. Man könnte zwar einwenden, dass diese Differenz eben so gut 2 m, dr... sein 
könnte, da auch dann tng a dem Unendlichen zustreben müsste; allein dies würde erfordern, 


Ze . D x 
dass tng o = tng (e n+l) s — El für einen endhchen Werth von 2 unendlich würde, und 


zwar ein-, zwei-, dreimal u. s. f., was nicht möglich ist, da der Nenner in 72) als wesentlich 
positiv nicht Null werden kann. 

Lässt man jetzt M und somit auch Ẹ unendlich wachsen, während U endlich bleiben 
muss, da sonst bei so ungleichförmiger Massenvertheilung die Gleichungen 15) und 16) nicht 
mehr gelten könnten, so sieht man, dass weil /’ ein Unendliches der zweiten Ordnung wird, 
auch tng o = œœ zur Grenze hat. Es rückt also auch in diesem Fall Fund G immer näher 
an A und B. aber nie über diese Punkte hinaus, so dass die Wurzelwerthe von 71) 
sich yon denen der Gl. 67) nie um mehr als x bei denselben Stellenzeigern 
unterscheiden können. 

Wäre P= 0, so wäre für s = 00 die Grenze von tng o die negative Einheit, die o selbst 
würden sich also fortwährend (2 (2 2)+ 3) L nähern, und durch das Anbringen von Jt 


bl .. T . .. 
das s sich höchstens um 3 T verringern können. 


Für sehr grosse 9 wird man nach Allem diesem für 75) schreiben müssen, wenn wieder 
(r+1) den Stellenzeiger der Tonhöhe bezeichnet, 
G’ (ue I= A ju A 
EE | g ) — (—1)? —— (e ch 
VIE das Co (Ca UC +2) H Län UA Ser 








f S S ; , r z l , 
Liegt endlich a in der Mitte zwischen (2 n—1)— und (?r +1), so hat man die Glei- 


chung: 


R 


-1 
CO 
kg 
aH 
+ 
ES 
=) 
CERI 


welche sich leicht aus 71) ableitet, und man erkennt einen solchen Werth von o, wenn man 
sieht, dass & = 0 gesetzt 


H (2n A a 2.02 (2 ap 


einen kleinen Werth annimmt. Zugleich orientirt man sich bezüglich des doppelten Zeichens, 
denn ist dieser Ausdruck negativ, so ist das obere, ist er aber positiv, das untere Zeichen zu 











nehmen. 
- Man kann noch einen für alle drei Fälle gemeinsamen Weg angeben, der hier ange- 


deutet werden mag, um die entsprechende transscendente Gleichung aufzulösen. Für diese lässt 
sich nämlich die Entwickelung machen: 








ois bz au lee 
TE Man e Er = Lose 
Al 2) de 
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Is ıst aber: 


5 F LZ ch se >) no TAS ze £ kal SE 


und daher: 





len 
willen u 


Zb Fez) 


so findet man: 





wobei man hat: 


Y (n) =f (24+); Ziel di (lz? (5+) EENEG St SE 





Diese Reihe wird um so tauglicher, je grösser f 25) ist, was immer für grosse z und W 


eintritt. Man darf aber nieht vergessen, dass wenn auch in ct SH n) = a mt ee 


ziemlich genäherten Werth von o eingegangen wird, wegen des ungemein raschen Anstei- 
gens der Ordinaten der durch y = f (o) vorgestellten Curve, dennoch obige Function einen 


D 


bedeutenden Werth erreichen kann, was den Vortheil eines grossen f’ ( z) bedeutend ver- 


a 


ringert. 
Die Kenntniss des o ermöglicht jetzt, auch die übrigen, den Zustand des Stabes bestim- 
menden Gleichungen näher zu untersuchen. Ausser der Lage der Knotenpunkte ist aber alles 


andere von den Anfangszuständen abhängig, und es soll daher nur von jener etwas Allge- 


D5)? 
meines bemerkt werden. Um sie jedoch mit der am unbelasteten Stabe vergleichen zu können, 


mag zuerst dieser Fall näher betrachtet werden. 


Setzt man in GI. 61) X = 0, und bemerkt, dass schon für a = sl = Ze kommt: 


sino + Gin o = 54:65 , coso + Gojo = 55:66 


und das Verhältmiss 1:0?, dass es sich also mit wachsenden o immer mehr der Einheit nähert, 
so kann man angenähert setzen: 


BE ES EE 


EH cos Sa ur 2 


Man sieht sehon im Vorhinein, dass die Wurzeln dieser Gleichung sehr nahe 


Dn z T 


E 
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sein weplen, Fig. 1, Taf. I versinnlicht den Gang der Our een, deren Gleichungen sind: 
= cos Ë — sin É ; =e 


im richtigen Verhältniss dargestellt. Neunt man dann 888... die aufeinanderfolgenden 
Abseissen der Durchschnittspunkte, so erhält man die entsprechenden Entfernungen der Kno- 
ten vom fixen Ende des Stabes aus: 


D 
a| 


T T T D ` 
Trägt man also von A aus AB = o = [3 1—.. | auf, und errichtet in P senk- 


ep 

recht auf AB, BC=[, zieht die Gerade AC, so stellen die Ordinaten Em, , 5% , E£... die 
Entfernungen der Knoten vom fixen Ende vor, wobei natürlich Af, nicht grösser als AB 
sein darf. 

Wird aus irgend einem Grunde das o kleiner als oben angenommen, olıne dass die Glei- 
chung 79) aufhört zu gelten, so hat dieses, wie man aus der angeführten Construction ersieht, 
eine Annäherung der Knoten gegen das freie Ende des Stabes zur Folge, und zwar beträgt 
die Differenz im Allgemeinen, wenn As = g — do’ ist: 


Er 
Arge, 7 


Dieser Fall findet aber in der That sehr nahe statt bei Stäben, deren Sehwingungsdauer 
durch angehängte Gewichte vergrössert wird, wie sogleieh gezeigt werden soll. 

Für die unter b) gemachten Voraussetzungen, als die einfachsten, erhält man aus 
43) und 44) 


G = 2 (cos sl + Cof s?) `,  @ = 2 (sin sl + Sin sl). 


Die entsprechende Gleichung unterscheidet sich also von 61) nur in den Werthen von s 
oder o, und obwohl diese hier kleiner sind als oben, so begeht man doch keinen solchen Feh- 
ler, wenn man G = @’ setzt, um nicht auch hier, selbst für den kleinsten Werth von o, die 


- .. .. D H vs T HM 
Wurzeln von 79) als genähert annehmen zu können. Da ferner hier As nie grösser als wird, 


so sieht man, dass der Stab, ob belastet oder nicht, für Tonhöhen mit den- 
selben Stellenzeigern auch dieselbe Anzahl Knotenpunkte beibehält, die 
jedoch mit zunehmenden M dem freien Ende des Stabes immer näher 
rücken, so dass für M= oo der letzte ganz in dasselbe fällt. 

Die zu ¢) gehörigen Wertlie von G, nämlich: 


Sc, 





G = 2 (cos sl + Cof sl) + 2s = (cos ai — Dot sl) — 2 = (sin sl + Ein sl) 
o S 93 
Se „mu di 
H Abee (ee Cha) 
2 or 


zeigen, dass man auch hier für hinreichend grosse sl, G = (4 setzen kann, nur wird dieses 
für den zweiten Wurzelwertli o ungenauer als in dem vorhergehenden Fall, und um so mehr, 


e 
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je grösser M wird. In ¢) wurde aber gezeigt, dass für Tonhöhen von gleiehen Stellenzeigern 
DH . T A 
âo zur Grenze x hat, mithin der Punkt B durch das Belasten um mehr als -y gegen A hin 


verschoben wird, oder was dasselbe ist, ein Kuoten ganz von dem Stabe verschwindet. Es 
ist also hier der Fall möglich, dass ein Stab ausser bei seinem tiefsten 
Ton auch bei seinem nächst höheren noch ohne Knoten schwingt, und über- 
haupt die Anzahl der Knoten nicht mehr dureh n—1 gegeben ist, wenn n 
den Stellenzeiger der Tonhöhe bezeichnet, sondern mit Ausnahme von r—=1 
dureh 2—2. 

In dem Fall a) hat man den obern und untern Theil des Stabes zu unterscheiden. Da 
jedoeh o in 45) und 44) nur ein Bruchtheil von / sein wird, so kann hier in Bezug auf die 


Zulässigkeit G=@’ zu setzen, was für grosse c erlaubt sein wird, für den Fall von oz -=£ 
3 2 


ein Bedenken entstehen, sobald æ nicht sehr klein wird. Es ist daher gut, die folgende 
Betrachtung vorauszuschicken. 


Y 


; G e E 
Setzt man in 53) EC 1 + ©, wo ò positiv oder negativ sein kann, so ist: 





cos Ẹ — sin & — e™ — ô (sin E — Gin £) = 0. 


Indem man also G = @ setzt, nimmt man statt der Abscisse des Durchsehnittspunktes 
der Curve 


= — 6 (sin E — Gin £) + G (cos £ + Gof £) 


diejenige, die zur Ordinate vd = ô (an — Sin?) gehört, wo E der Gleichung 79) genügt. 
Aber es ist: 
dr 


de 


= — G (cos &E— Cofe) — Gi (sin £ + Ein) 


für EE immer gross, da für G = @ das Glied mit e nicht verschwindet, und daher die 
2 3 

Entfernung des Durchsehnittspunktes der an (Gei rezovencen Tangente mit der Abscissenaxe 

Į i Oo > ) 


von E oder: S 


dn 
as 


um so kleiner, woraus man schliesst, dass der wahre Durehschnittspunkt von E nicht sehr ent- 
fernt sein kann, und eine Näherung selbst für nicht sehr kleine è möglich ist, wenn man 
G= G setzt 

Auch für den obern Theil gilt dieses, denn für 2 und ©’ sieht man sogleich ein, dass man 
setzen darf: 


H 
Q = — € 


Für T und I” bemerke man, dass wegen G = CG, und wie man aus Gleichung 36) sieht 
mit demselben Rechte wegen 


=. , B= 


die in 46) und 47) mit cos sa und sin sa multiplieirten Glieder, die eine Gleichsetzung 
von 


Vz |” 


155 Ferdinand Lippich. 


nicht erlaubt hätten, jedenfalls sehr klein werden, und man sieht demnach, dass auch in diesem 
Fall dureh das Belasten ein Verschieben der Knoten gegen das freie Ende hin hervorgebracht 
wird, wenn aueh die Grösse dieser Verschiebung durch die angewandte Construction nieht in 
allen Fällen mit hinreichender Genauigkeit erhalten werden wird. 


DH H Ki D . D D © 
Nur bei kleinen 7 mag noch eine Bemerkung gemacht werden, in diesem Falle wird, da 


a = «a = Q, B und aber einen gewissen Werth beibehalten, die grösste Differenz in I’ nnd I” 


eintreten. Nimmt man noch immer Q = — ©, so erhält man aus 5+) 
SH H EE € en 
K'coso— — Ksmo-=e ?, 

4 l 
wo 

I" E 

7 an es CH 
re? SE Kë 


- Ki 


Die eine Curve in Fig. 1, Taf. I wird also eine andere werden, und die Durchschnitts- 
punkte mit der Abseissenaxe werden für A ZA" näher an A rücken, und daher auch die Punkte 
E &.... Ist nun die Vergrösserung der Schwingungsdauer, oder die Verminderung des o 
kleiner als diese Verschiebung der & &.... so erfolgtim obern Theil des Stabes eine 
Verschiebung der Knoten gegen die Masse M, also gerade entgegengesetzt den 
früheren Fällen. Es muss dann I >T” sein. Betrachtet man aber die Werthe von G, G, 
UU so tritt dieses cin wenn cos >> positiv und cos 07 >sın ge) oder auch wenn sowohl 
cos a als auchsina- negativ sind und sin o — eos gi Für kleine « würde daher dieser Fall 
immer eintreten, da dann noch Cof o ` > C a ist, der Werth des o aber sich sehr wenig 
ändert. 

In den Vorhergehenden bemerkt man die Anwendung der gemachten Untersuchungen 
aut einen Fall, der in der Akustik häufig berührt wird. In b) wurde angenommen Ẹ = 0, 
U = 0, dieses ist streng genommen in Bezug auf T = 0 nie zu realisiren, nur für M oo 
kann man auf andere Weise als durch Anbringen einer Masse dieser Bedingung genügen. In 
der That muss eine unendliche Masse durch die den Stab bewegenden Kräfte in Ruhe bleiben, 
und daher gleichbedeutend sein mit einer Fixirung des freien Endes, jedoch so, dass es noch den 
übrigen Bedingungen genügen kann, d. h. die Tangente an demselben keine unveränderliehe 
Lage behält. Man würde dieses durch eine Drehungsaxe senkrecht auf die Schwingungsebene 
oder durch Anstemmen des freien Endes an eine fixe Widerlage erreichen. Jetzt ist aber auch 
die angchängte Masse als in einen Punkt concentrirt zu betrachten, und somit obigen Bedin- 
gungen genügt. Das in a) von den Grenzlagen der zweiten Curve Gesagte, dass sie nämlich 
in unter sich parallele, auf der Abseissenaxe senkreehte Gerade übergeht, die diese in den 


a 
SE 
chen Stabes, übereinstimmend mit den bekannten Thatsachen, wie die Quadrate von 


x m T š o . . .. 5 
Entfernungen 0, 5 m 9 13 we schneidet, zeigt aber, dass sich die Tonhöhen eines sol- 


5 I 15 


OU. 42° 4° Ri 


verhalten. Dieselbe Übereinstimmung ergibt sich in der Lage der Knotenpunkte. 
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II. Experimentelle Bestätigung der entwickelten Relationen. 


Es wird nieht überflüssig sein einige Versuche anzuführen, die eine Bestätigung der ım 
vorhergehenden Absehnitt aufgestellten Thatsachen ermögliehen, nicht sowohl um die Rieh- 
tigkeit der gemachten Voraussetzungen darzutliun, als vielmehr über die eingeführten Nähe- 
rungen, die durch die Complieation des gestellten Problems nothwendig wurden, sich einige 
Beruhigung zu verschaffen. Es wird dabei vor Allem die Abhängigkeit der Schwingungsdauer 
eine nähere Untersuchung bedürfen. und es wäre nur noch nöthig sich über ein Mittel zu 
entscheiden, diese schnell und ohne zu grosse Umständlichkeiten zu bestimmen. Die dircete 
Vergleichung der Tonhöhen hat immer seine Schwierigkeiten, kann auch bei der Belastung 
seinen Dienst ganz versagen, wenn die Schwingungsdauer zu gross wird. Auch die graphische 
Methode wird man gern umgehen, wenn man für sie eine andere, wenigstens für diese Fälle 
bequeme und empfindliehe Art der Beobachtung substituiren kann. Es möge daher erlaubt 
sein, den eingeschlagenen Weg näher zu beleuelıten. 

Bekanntlich hat in neuester Zeit Lissajous auf eine sehr sinnreiche Weise die Inter- 
ferenz zweier senkrecht auf einander polarisirten Schwingungen von verschiedener Schwin- 
eungsdauer studirt, indem er von zwei Stimmgabeln, die in auf einander senkrechten Ebenen 
oseillirten, und an ihren zugekehrten Seiten zwei Spiegel trugen, einen lenehtenden Punkt 
reflectiren liess, dessen Bild sodann die entsprechende Iuterferenzeurve beschrieb und diese 
als leuchtende Linie sichtbar machte. Um mögliehst viele Fälle zu umfassen, benöthigt man 
jedoeh eine bedeutende Sammlung von Stimmgabeln, und wird iiberhaupt eine sehr sorgfäl- 
tige Aufstellung erfordert. Man kann jedoch auf eine weit einfachere Art zum Ziele gelangen, 
wobei freilich der Vortheil, den entspreehenden Combinationston zu hören, in manchen Fällen 
wegfallen wird. Setzt man in Gleichung 56), was immer erlaubt ist, 


An —= eos ‚RD = | sin, 





so wird 
50) y = A sin (yst + ẹ) 
es ? DEN R 
oder, wenn 7 die Schwingungsdauer, und o = y gesetzt wird, aneh 
» Zä 
sl) y = A sin = (t + 3). 


Was also die Anfangsbedingungen sein mögen, immer lässt sich die Abweichung eines 
Theilchens von der Gleichgewichtslage durch eine Gleichung von der Form wie 81) dar- 
stellen. Es sei nun die Gleiehgewichtslage eines Theilchens zugleieh O der Ursprung der 
Coordinaten, und auf dasselbe wirken die Kräfte nach den Axen æ und y, die denselben eine 
Schwingung von der Dauer 7, und T, mittheilen. Die Curve, die dieses Theilchen beschreibt, 


wird dann bekanntlich erhalten, wenn man aus den Gleiehungen 


= o 
E Ban An 
Tr T, 
die Zeit ? eliminirt. 
Bewegt man einc auf Ox senkrechte Gerade so, dass ihre Durchsehnitte mit Ox den 
Werthen von x, und eine zweite senkrecht auf Oy, so dass die Werthe von y ihre Durch- 
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schnittspunkte bestimmen für jedes €, so ist der Durchschnittspunkt dieser Geraden die Lage 
des Bewegliehen zur Zeit €, und seine Bewegung ist die des schwingenden Theilchens. Diese 
beiden Geraden sind in dem Versuche von Lissajous nichts anderes als die Durchschnirte 
von Ebenen, die man sich senkrecht auf die beiden Spiegel- und Oscillauonsebenen gelegt 
denkt, mit einer vor das Auge gehaltenen auffangenden Ebene. Bei den bier anzuführenden 
Versuehen wurden die Curven auf andere Art erhalten. 

a) Man nehme zwei an ihrem untern Ende eingeklemmte Stäbe und befestige an ihren 
freien Enden kleine Schirme, in welchen zwei feine Spalten eingeschnitten sind, so gestellt, 
dass diese senkrecht auf einander stehen. Bringt man beide Stäbe in Schwingungen, so dass 
auf jedem Stab nur eine Schwingungsart vorkömmt, so kann man, wie sie auch beschaffen 
sein mag, diese immer in zwei Componenten zerlegt denken, wovon die eine senkreeht auf 
der Spalte steht. Die Spalten sind daher für diese Componenten nichts anderes, als die oben 
erwähnten Geraden, und sieht man von oben durch dieselben nach einer gut beleuchteten 
Fläche, entweder mit freiem Auge oder mit einer Loupe, so erscheint der Durchschnittspunkt 
hell auf dunklem Grunde und zeigt beim Öscilliren der Stäbe die entsprechende Oscillations- 
eurve. 

Die zu den Spalten parallelen Componenten haben nätürlieh auf die Lage ihres Durch- 
schnittspunktes keinen Einfluss, allein bei messenden Versuchen wird man immer gut thun, 
die Stäbe so breit zu nehmen, dass sie geradlinig schwingen und die Spalten senkrecht auf die 
Schwingungsebenen anzubringen (Fig. 2, Taf. I). 

Um den Einfluss der Belastung bei constanter Länge zu studiren, ist diese Methode sehr 
geeignet, allein um eine Veränderung von T durch Verkürzen eines Stabes hervorzubringen. 
wird sie wenig Spielraum darbieten, da das Abnehmen der Amplituden bald sehr stören wird. 
Für solche Fälle kann man sich anders helfen und zugleich eine bequeme Art erhalten, 
Schwerpunkt und Trägheitsmoment der angehängten Masse zu berücksichtigen. 

b) An einem Stab von hinreichender Breite wird (Fig. 3, Taf. I) durch eine Klemmvor- 
richtung ein Metallstück M befestigt, welches nach aufwärts gerichtet den zweiten Stab MS 
trägt, so dass die Breitendimensionen dieser beiden Stäbe auf einander senkreeht stehen. An 
dem obern Ende dieses letztern befindet sich ein kleiner hellpolirter Knopf X. Nach unten zu 
ist an M eine Verlängerung angebracht, die das Laufgewicht Q trägt. Bringt man beide Stäbe 
aus ihrer Gleiehgewichtslage, so ist leicht einzusehen, dass X die zu ihren Schwingungsdauern 
gehörige Interferenzeurve beschreibt, denn dieser Punkt befindet sich in der That zur Zeit 
t in beiden oben angeführten Geraden, somit in ihren Durchschnittspunkt. Die Curven selbst 
werden durch den in K entstehenden Lichtpunkt wie beim Kaleidophon sichtbar. Verkürzt 
man auch den untern Stab bedeutend, so bleiben doeh die von ilım herrührenden Amplituden 
gross genug, weil die Winkelbewegung der Tangente an M durch den Arm MS hinreichend 
sichtbar wird. 

‚Obwohl der obere Stab, der einen Theil der Belastung des untern ausmacht, bei seiner 
Bewegung die Gestalt verändert, wird man nichts desto weniger ohne Bedenken U und Ẹ der 
angehängten Masse als constant annehmen können. Diese Vorrichtung lässt sich umgekehrt 
sehr gut benützen die Interferenzeurven darzustellen, da man im Stande ist die Schwingungs- 
dauer des untern Stabes für jede Länge zu berechnen. Auch geben diese Methoden, da die 
einfachste Schwingung ohne Knoten am leichtesten hervorzubringen ist, Gelegenheit die auf- 
gestellten Formeln gerade für den ungünstigsten Fall zu untersuchen. 
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Bevor man jedoch zu den Versuchen selbst übergeht, muss man die Abhängigkeit der 
Gestalt der Interferenzeurven von den Schwinsunesdauern 7. und T, kennen. Es ist dabei 
oO D x E 


qm 
nur nothwendig, gewisse Stücke an ihnen zu beobachten um sofort — zu finden, wie sich 
; 
aus ciner Analyse ihrer allgemeinen Gleichung ergibt, und überdies ist die graphische Dar- 
stellung so einfach, dass man für die vorziglichsten Fälle eine Tafel geben kann. Dieses ist 
in der That von Lissajous geleistet worden, vielleicht auch eine Discussion dieser Curven, 
allein es standen keine Mittel zu Gebote etwas Näheres darüber zu erfahren, daher es ent- 
schuldigt werden möge, wenn hier eine vielleicht weniger vollständige Darstellung einiger 
besonders nützlichen Eigenschaften versucht wird. 

Da der Zeitpunkt, von welchem an £ gezählt wird, willkürlich bleibt, so kann man für die 
beiden Componenten setzen: 

52) x= asin R, y = b sin dr —— 

gi T, 

Lässt man die Zeit sich continuirlich ändern, so wird das Bewegliche seine Bahn durch- 
laufen und möglicherweise wieder zum Ausgangspunkt zurückkehren. Die Zeit 7 nach 
welcher dieses geschieht, oder die Schwingungsdauer der resultirenden Bewegung muss so 
beschaffen sein, dass sowohl in S2) als auch m den Ausdrücken für die Componenten der 
Geschwindigkeiten i 














i dr Ira i dı Seh ASN 
85) — = — OR H —, I I 008 9r SS 
dt I, P dt S T 
durch Substitution von 
gh A 
an die Stelle von £ nichts geändert wird, daher man haben muss, wenn -1 und B ganze Zahlen 
bedeuten, R 
Lei 47 N Sen 
KEA E ee B, 
oder 
I B 
w ea 


1. Da nun A und B die kleinsten Zahlen sein müssen, die dieser Bedingung 


H 


e 1 5 S 
genügen, so werden sie erhalten, wenn man Sr auf die kleinste Benennung 
y 
bringi, sodass Aund Byelative Primzahlen bedeuten. Ist aber Z, oder 7, ın- 


N IR i ; ! 
commeusurabel, oder lässt sich — durch Abkürzen nicht auf einen Bruch 
H 
bringen, dessen Zähler und Nenner ganze Zahlen sind, so gibtes für diese 


Fälle keinen angebbaren Werth von 7, und das Bewegliche durchläuft keine 
geschlossene Curve. 
Eliminirt man aus 82) das 4, so ist die Gleichung der Curven 


7 H 


Da & H D Pa 
SEN Ira [are (sin — el — I are (sin — gd 
5 a 


Heissen & und y die kleinsten Bogen die zu den Sinussen — und Z gehören so kann man 
a 


für die Bogen nieht nur Ẹ + a. 27, n + B.2r sondern auch — § + a. Ir + nm, — h + P.mtr 


Denkschriften der mathem.-naturw. CL XXI. Bd. N 
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setzen, und hat daher, je nachdem man 844) nach & oder y auflöst, T, = Bm, T, = Am setzt, 
die folgenden Doppelgleiehungen 











ZRH ITA E } A 1 Zack D 
Aën ze zb 7 e sl u a DE: = US =e du vn = dr 
er E een, MET 
On 
š R A Ir il SEN 3 d B BEN B B) 
Än zs osn Je D L P =. Bt r.y=bsin!— ee E 
E u í mB ` f B T f \ Sa l Al £ SR mA i A =, \ 


wo das untere Zeichen für negative E oder n zu nehmen ist. 
Will man alle möglichen y. die einem bestimmten x entsprechen, erhalten, so braucht 
man nur für a und a alle möglichen Werthe zu setzen, diese sind aber nur von 0 bis A — 1 


e e du . 
zu nehmen, denn für grössere Werthe kehren sowohl dieselben y als auch = wieder. Dasselbe 
S dt 


gilt von x bezüglich 3 — 1 und man schliesst: 
2. Eine aus Oz Senkreehte wird von der Curve in Allgemeinen SA mal, 


eine auf Un Benkrechte aber 2B mal geschnitten. Ist das Verhältniss — 
y 
nicht Aurch Sanze Aahlen ausdrückbar, so wird die Zahl der Durchschnitis- 


un rerumendlrchrgrose. 

Die Curven ändern sich mit dem A; kommt man jedoch bei einem gewissen A an, so 
kehren die Curven in derselben Ordnung wieder. Um dieses Intervall zu bestimmen, inner- 
halb welchen man A zu variiren hat, um alle möglichen zu T, und 7, gehörigen Curven zu 
umfassen, betrachte man die Gleichungen S2). Setzt man hier A = A + 8, so werden wohl 
für dasselbe € andere x und y folgen, allein wenn nur von einer gewissen Zeit £ + ran, so- 
wohl die x und y als auch die Geschwindigkeitseomponenten identisch mit denen von ò = 0 
werden, so sind die beiden Curven selbst identisch. Dazu ist aber erforderlich, wenn y, und 
x, ganze Zahlen sind, dass man hat 


lu 


woraus folet 


> 


und 


Sie, E d E > 
el AE E I 

denn man will ja den kleinsten Werth von ò, der obigen Bedingungen genügt. Da der rechte 

Theil nur eine ganze Zahl sein kann, so muss es auch der linke, woraus man schliesst 


ee 


o= m en, 


DH 


> Um alle möglichen zu 7, 


w 


wad 7, Selronendene Curren au ewh alien, 
braucht man A nur zwischen den Grenzen A= Ound A zsm sichändern zu 
lassen, une da Aimmerals ein Bruchtheilven m erscheint, soist die Horm 
der Gurvew mur von d uma A- wiehi aber von 7, und 2, selbst abhang ig: 


Setzt man das erste Differentiale von y und æ der Nulle gleich, so erhält man die 
Maxima oder Minima für die einzelnen Curvenäste, u. z. B. für y die Gleichung 





ib 3 r DA | 1 É al Ji Il 
0 oe een r EE men Ze 
; a aN E l HE eE 


i 
a” az 
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Diese Gleichung ist nur für y = + b erfüllt, und setzt many = + 5 Inden Ausdruck 


für x in S4,), so zeigt sich, dass aus A und 7°, die gleichen Werthen von y und B entsprechen 
den x zusammenfallen, mithin nur 2 P verschiedene x für y = + b sein können. 

4. Construirt man sich um O als Mittelpunkt ein Rechteck, dessen Sei- 
ten parallel zu Og und Oy bezüglich die Längen ?2« und 2b haben, so bleibt 
die Curveinnerhalb dieses Rechteckes eingeschlossen, alle mit Or und Oy 
parallelen Tangenten fallen mit den Rechteckseiten zusammen, die von der 
Curveim ganzen 2A+2Bmal, jede einzelne aber, und zwar von denen zu 
Ox parallelen B mal, von denen zu Oy parallelen aber Amaltangirt werden. 

Nennt man y, und y, zwei zu demselben x gehörige y, und macht die Summe, so wird. 


indem man diese y blos aus P oder RR’ genommen denkt, 





> S \ B = Irou ` b B / 
AE E y =a. an SCH + En + (a ol T cos (a — 9) — = 
L Za, Ze H Op | De 
De E g En = zen T) + S EN EZE d E d “os ai — aq) Ze T 


wo A = mw gesetzt ist, so dass w einen echten Bruch bezeichnet. Jede dieser Summen wird 
A. e b ; Dee? z 
unabhängig von E und A Null, wenn (a; —a) Zr em ungerades Vielfache von z ist. Dazu 
wird aber erfordert, dass A gerade sei, denn dann kann man a, und a, so wählen, dass sie sich 
A $ S S 
nur um — unterscheiden, d. h. zu gleicher Zeit setzen: 


= A Al al 
a = ( o By ons A Ta = í ee ee AJ JE wodurch alle a und somit alle 





SCT e 
möglichen y umfasst werden, die zu einem bestimmten x gehören. Unter diesen sind also 
immer je zwei gleich, dem Zeichen naclı entgegengesetzt, woraus folgt: 

5. Ist A gerade, so sind die Ourven, was auch A sei, symmetrisch in Bezug 
auf die Axe der s} und ebenso im Bezug auf Oy wenn B gerade ist, und da 
A und B nicht zu gleicher Zeit gerade sein können, so wird mit Ausnahme 
cimger gleich zu besprechender Fälle, mur eine Axe der Symmetrie vor 
kommen. 

Macht man die Summe zweier aus / und R’ genommenen y, so ist: 

Ir P zi V a M m 


y + y = 26 sin el gt ee) = 
A e OI l Sall Je SE d SR (4 "4 D (a SE 


7 











Dieser Ausdruck kann nicht mehr unabhängig von w für jedes x Null werden, um aber 
die Abhängigkeit von w zu finden, diene folgende Bemerkung. 
Es muss zunächst 4+ œo + (2a+2% +1) B ein gerades Vielfache von A sein = 9.1. dieses 


i 1 BE 
erfordert vor Allem dass w = o oder w = — für gerade B, wo = E oder œ = q für ungerade 


B sei. Dann folgt weiter: 


2a + 2g +] 


= L 


gd — La 


der rechte Theil muss ungerade sein, weil es der linke ist, dieses ist aber immer für die 
zusammengehörend angeführten w und D möglich. Aus 


UE? 
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Da Aus 


lan At Ai 
ee u 


A 





welcher Gleichung immer durch einen Werth von 2 u genügt werden kann der kleiner als 
A ist. Man hat daher: 











A uFi 
g =- m 
Ek “uFi . ; : e E 
Von a = U bie a = —- gibt diese Gleichung die e von «a = 0 bis d = E £ 


Da aber der Gleichung für g auch genügt wird, wenn man an die Stelle von a u + 2A 


setzt, so ist auch: 


el 
d = = ALn 


m 





v Æ l 
2 
halb dieser Grenzen. Es ist somit erwiesen, dass der Gleichung für 2a + 2a' + 1 immer 
genügt werden kann, wobei man zugleich alle a und ei, oder was dasselbe sagen will, alle 
aus R und R gezogenen y berücksichtigt. Eine ähnliche Betrachtung für x durchgeführt, 

ergibt, indem man nur das von D gesagte auf A zu beziehen braucht, folgenden Satz: 

© Die in S)angsedeutete Ausnahme bezieht sich darauf, dass die Cu ven 
auch für ungerade A symmetrisch in Bezug auf Or, und ebenso für ungerade 
B symmetrisch in Bezug auf Oy werden können, und zwar: ist Ox eine Axe der 





und diese Gleichung gibt für die a von «a = +1bisa= A— 1, auch die « inner- 


= 1 
Symmetrie, und A ungerade, für goradie Bund w = 0 0 = F 
S er 3 

für ungerade B und w = —, w = — 

4 4 


i 1 

und ÖOyeineÄxederSymmetrie, beiungeraden B, für gerade A,undo=0, => 

x 1 3 

für ungerade A, und o= —, v= — 

4 4 

Untersucht man den allgemeinen Ausdruck für die Differenz zweier nicht zu denselben 

x gehörigen y, und die Bedingung wann sie Null wird, so kömmt man zu neuen Eigen- 
schaften, wenn man zwei aus R und AR’ genommene y vergleicht. 


Diese Differenz ist: 





y—y =? cos 


und sie wird, den zweiten Factor berücksichtigt, nur dann unabhängig von x Null, wenn 


man Ip den beiden zu œ und w gehörigen Curven E = — E nimmt. Der Ausdruck unter 


dem Zeichen sin. muss dann ein ganzes Vielfaches von x werden, was möglich wird, wenn 
es : ; DE TE c = 

OB ng weil dann — 1 + (2a—?«' -+ 1) Bein Vielfaches von 2.4 für B ungerade, 

oder B=2p + lergibt, oder die Relation: 


(142 — 24 + 1) r) Z Samne 
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der immer durch a — «' = z, won kleiner als A, genügt werden kann. Es ist dann für a—n, 
a = 0, für a = A—1,X=A4A—n— 1, es genügt aber auch an — A der obigen Gleichung. 
und es wird für a = zn — 1l, « = A — 1, a = 0, a = A — z, so dass alle möglichen a und a 
berücksichtigt sind. Was also in der zu w gehörigen Curve auf der Seite der positiven æ 


Si der Scenes Dessen ae tee 
AS egen war, 1eg ın er zu w + „586 origen au er el er: 1 l T, und u ge GilrTt. 


Macht man noeh dieselbe Untersuchung mit den Ausdrücken für x, und berücksichtigt 5), 
so folgt: 


1 


ds wei urven die zu denselben A mao gehören, ın ihrom w uii- 


= 


verschieden, so sind diese der Form nach identisch, der Lage nach aber ver- 
- S 1 
schieden, und zwar erhält man aus der zu » gehörigen Curve, die zu o +5 


gehörige, wenn man sich erstere um jene Coordinatenaxe gedreht denkt, die 
keine Axe der Symmetrie ist. Für ungerade A und B bleibt also diese Axe ganz 
wiler lc h. 

Setzt man jedoch & = E", und betrachtet den ersten Theil in y — 
dass die Differenz Null wird, wenn 


y', so sieht man sogleich, 


e 


E Fa +22 ZP 


2 4 





e 


ein ungerades Vielfache von — ist. Ein ungerades B macht den ganzen Zähler u 


pr 


1 
wenn w + w nicht 5 oder — ist. Für gerade A müssen daher diese Werthe ancenonımen 


werden, damit der en eine ungerade Zahl sein kann. Ist aber A ungerade, so muss 





A 1 
der Zähler auch ungerade sein, was für gerade D wieder nr foto = — odorat oS 


für ungerade B aber nur für + w = 1 möglich ist. Berücksichtigt man noch das zu 6) 
erwähnte, dass nämlich die a immer diesen Bedingungen gemäss gewählt werden können, 
so folgt: 
il - 
S. Für ungerade A und Bsinddievono=—, für A oder B gerade aber die 
SE SE EE e S 

ën e oder w = im positiven und negativen Sinn zu gleich weit abstehen- 
den w gehörigen Curven der Gestalt und Lage nach identisch. 

Die zu den eben genannten Phasendifferenzen gehörigen Curven sind aber auch durch 


ihre Gestalt von den übrigen ausgezeichnet. Denn setzt man E = E und œ = w so wird: 
Zem — B 
y—y —=?2b cos SS + (ia Ae E IG £ 


Indem man bemerkt, dass der erste Factor identisch ist mit dem in 8) behandelten, kann 
man sogleich sagen: 


È oi 
% Für ungerade Aund B sallen für wo = 0 uni o = = für A oder B gerade 
x io SE z i 
mber itir o = und me die aus A) und A) durch Verändern des x sich erge- 


beuden Curvenäste übereinander, die Curven erhalten in Folge dessen eine 


einfachere Gestalt, und die Anzahl der Tangirungspunkte sollte jetzt halb so 


al A7 
gross. also — uma = werden. 
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Es ist aber wenigstens eine von den Zahlen A und B ungerade, daher müssen gewisse 
Aste so übereinander fallen, dass diese an die Seiten des Rechteekes kommen, ohne daselbst 
zu tangiren, oder es müssen Rückkehrpunkte auftreten. An diesen werden aber die Richtungen 


der Tangenten unbestimmt, daher muss für a = + a 
dy ` Al 7 1 
— = b.cos sare (sin = 2 
da DERT = 
1 = 
R U 
die Form T annehmen, oder y = + bh sein, 


Um sich zu überzeugen, dass für die in 9) erwähnten w wirklich diese Rückkehrpunkte 
vorkommen, nehme man die Gleichung für y, die jetzt sowohl für R als auch für RR’ iden- 
tisch wird: 

Ee Ir A8 


85) J= D sin ‘— + — + acr 
i za ri D \ 


Darın braucht man wegen 7) nur einen von den zusammengehörigen Werthen von w zu 


1 : 5 E 
betrachten, da diese um — von einander verschieden sind. Für E = + „ellnmy=#b 
werden. — Sind daher A und B ungerade. so muss, x —= + «a vorausgesetzt. 

(äer FI 78 
A 


eine ungerade Zahl werden. Dieser Bedingung kann aber immer genügt werden, denn setzt 
man zu gleicher Zeit: 

4 p A — i 

RE ECKE = 





wodurch a eine ganze Zahl wird, weil Æ? -—— 1 immer durch 4 theilbar ist, zugleich positiv 
und kleiner als A bleibt, so kommt: 


ER 1)D 
ur SE ei 
da p nur 1 oder 3 sein kann. 
Für x = — a setze man: 
A 2 AJ 
T =n + Z, = (k -+ 1) Al == Fe 
dann wird: 
Meer R i 
CP (4+—p) P = (8, LIP 
so dass die x = «a und © = — a entsprechenden y immer entgegengesetzte Zeichen haben. 


Ist aber B gerade, daher w = 1, so muss jetzt v = + a vorausgesetzt, 


i AE (dla 
un 


eine ungerade Zahl werden. Man kann aber a immer aus der Gleichung bestimmen 


(a—nAAD=A—B—1 
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wo z eine gerade Zahl bedeutet, denn links und rechts vom Gleichheitszeichen stehen gerade 
Zahlen, und es ist dann 





er an 





== i e 
Ei 
für r = — 1 braucht man nur zu setzen 
j EH 3 
nn: ha — [e 2415] r=- 8-1, 


und hat dann 
1 + (Qel) B 


Ji 
A Zone 


woraus man sogleich sicht, dass, da diese ungerade Zahl sich von der vorhergehenden nur 
um ein Vielfaches von 4 unterscheidet, die zu zs a und x = — a gehörenden y dasselbe 
Zeichen behalten. Eine ähnliche Untersuchung müsste für die Gleichung der æ gemacht 
werden, nnd man schliesst daher mit Rücksicht auf 7): R 
IO. lm demn unter 9) beirachteten Fällen haben die Curren Kückkehrpunkte, 
und zwar zwei; diese liegen für A und B ungerade an den Endpunkten einer 
Diagonale des umschriebenen Rechteckes, so dass für jede der beiden oben 
Anserwlınien Piiasendifierenzen eıne andere der beiden Diagomalen gehört. 
e e e Zahlen A oder BD gerade. so liegen diese Punkte an den End- 
Heer tee hechteckseite, dio auf der Axt der Symmetrie senkrecht 
steht, und es wechselt diese wieder für die beiden Phasendifferenzen. Will 
man aus diesen Curven auf A und B schliessen, so hat man die Rückkehrpunkte 
gleichsam als = zur Zahl der an einer Seite vorkommenden Tangirungspunkte 


hinuzuzugcben. 

Fig. 4, Taf. I zeigt den allmählichen Übergang in einen der obigen Fälle für 4 = ñ. 
B=6, und die zu ÄR und R’ gehörigen Curvenäste sind in Bezug auf den Ausdruck für y. 
durch die punktirten und ausgezogenen Linien von einander unterschieden. 

Der zweite Factor in der zu 9) gehörigen Gleichung führt ebenfalls zu bemerkenswerthen 
Eigenschaften, denn wird der Ausdruck uuter dem Zeichen sin. ein Vielfaches von x, so wird 
y —y' Null für die entsprechenden E, was auch w sei, daher sich die Curvenäste unter einan- 


A 


F SC = BR a 
der schneiden, oder Viclfache Punkte haben müssen. Um zunächst ES wegfallen zu machen, 


setze man, E als Bruchtheil von m betrachtet. 


R ® m 
See m 
2 n 
e e . 
wodurch der zweite Factor wird 

D m E SR l 
SINU d zc — .— T T= =e 
AA k \ ) 4 | 


: Ji D KR 
Setzt man ro: E Sé so dass also 
3 ES 
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eine ganze Zahl sein muss, so genügt man dieser Bedingung, indem man 2 = B setzt, wo 
dann m < B bleiben muss, denn es ist immer möglich der Gleichung 


en e 





durch einen positiven oder negativen Werth von a— «a zu genügen, der kleiner als A ist, und 
k eine ganze Zahl bedeutet. Ist è = a — 9 so umfasst man zugleich alle möglichen a, wenn 


a alle möglichen Werthe annimmt, denn es genügt ja auch — A + è der vorigen Gleichung. 


S 5 m E u S 6 i 
Es ordnen sich also alle u? = — Do — gehörigen y so, dass immer je zwei aus R 


und R’ genommene übereinanderfallen, mithin gibt es für jedes $, A solcher Durchschnitts- 
punkte. 

Dieses sind jedoch noch nicht alle möglichen vielfachen Punkte, denn es würden auch 
die zu R und R' gehörigen Curvenäste sich untereinander und nicht blos gegenseitig schnei- 
den. Allein Punkte, die der Gleichung für y zu Folge z. B. dem aus R genommenen Curven- 
aste angehören, gehören in den Gleichungen für x, zweien aus Æ und A’ sich ergebenden an. 
In der That zwei in Bezug auf y nur zu Æ gehörende Ourvenäste können sich nicht sehneiden, 
wenn sie nicht wenigstens einmal die zu Ox parallelen Rechteckseiten tangirt haben. Da aber 
in den Tangirungspunkten die aus R und R’ kommenden Curvenäste zusammentreffen, so ist 
obige Behauptung erwiesen und gleichgiltie. ob man zur Bestimmung der übrigen vielfachen 
Punkte die Differenzen der aus A und 2’ folgenden für jede Reihe besonders bildet, oder ob 
man in den Gleichungen für x, die Differenzen solcher aus X und JI genommenen untersucht. 


Für diese Differenzen z — a’ gelten aber dieselben Schlüsse, man hat nur A mit B zu ver- 


wechseln. 


D 


Berücksichtigt man also die Werthe: 2 = SE EE EE m, und die zugehörigen 
2 2 2 
y und x, so gelangt man zu folgender Construction. 

11, Man beschreibe über aw ei, zu ON und OY parallelen Rechteck 
seiten zwei Halbkreise und theile den mit dem Radius a in B, den mit 
bin „I gleiche Theile (Fig. 4, Taf. I). Zieht man durch diese Theilungs- 
punkte Parallele zuOY und CAL so liegen auf einer jeden dererstern A 
auf einer jeden der letziern B vielfache Punkte. Alle vielfachen Punkte 
finden sich auf diesen Geraden vertheilt, bleiben auf denselben, wie 
sich auch w ändern mag, so dass sie nur eine Verschiebung in den 


oben genannten Geraden erleiden und ihre Anzahl ist: 
A (B= V) + BA—N)=24B —-(A+D) 
Die unter 9) erwähnten Curven müssen auch weniger vielfache Punkte haben, und da hier 
jeder Curvenast zweien in der allgemeinen Form entspricht, so müss auch jedem vielfachen 
Punkte dieser Curven vier in den andern Curven vor den Übereinanderfallen je zweier Äste 


entsprechen. Es können aber wegen 11) diese Punkte nur in den Durchsehnittspunkten der 


dort angegebenen Geraden liegen, deren es (A—1) (D—1) gibt, und daher wegen 7) in jeder 


(4—1) (5—1; e g 
Curve nur — — vorhanden sein, indem durch das Unilegen der Curve um die Axe, 


wi 


die keine Axe der Symmetrie ist, keiner von den vielfachen Punkten auf einen in der ersten 


Lage fallen kann. 
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Es mögen nur noeh einige Bemerkungen bezüglich der Geschwindigkeit des Beweglichen 
in den einzelnen Punkten der Curven gemacht werden. Transformirt man die Ausdrücke für 
die Geschwindigkeitscomponenten in ähnlicher Weise wie dieses für y geschah, und macht 
man die Summe aus jeder der Reihen £ und JE! einzeln, so sieht man, dass diese unter den- 
selben Bedingungen wie y, + y, verschwinden, daher: 

13 Die im 5) legt Axen der Symmetrie, sınd es auch in 
Bezug auf die Geschwindigkeitscomponenten, und diese sind für ent- 
gegengesetzt bezeichnete x und y ebenfalls von entgegenpesetzter 
Richtung 

Nimmt man aber die Differenz aus J und X’, so verschwindet diese zugleich.mit y + y 
also 

13. Pür die übrigen Fälle, wo die Curven symmetrisch werden, 
behalten die Componenten für entgegengesetzt gelegene Coordinaten 
dieselbe Grösse und Richtung bei; 
und 8 

EE EE EE Ee Falle 9), so 
dass in der zweiten Hälfte der Sehwingungsdauer die Curve in entge- 
Bema setster Rıehtune durehlaufen wire, die sıneulären Punkte sınd 
daher Rückkehrpunkte der Bewegung, und in ihnen die Geschwindig- 


keit Null. 
Mo Nda N SE T, (VY 2 _I2 
()(z)+: = GI) Hy =% 


Ferner hat man 
woraus folgt, indem man die Geschwindigkeit in der Richtung der Tangente mit V bezeichnet 





Əz 


A SI Le del 


ib Abgesehen vonsZe,chen gehört zu denselben a und y aneh eine 
gleiche Geschwindigkeit, sie ist erim Wasiman w für o= und y—=0, wird 
aber Nall iir 1 DEE dan Tüllen, wo diesemWerthe zu 
gleieher Zeit möglich sind. 
Setzt man: 


(FP (Le + Di) (E) (La + 2) —1 





e TY B = TIER 
Ziel Pal 
daher: 
ee B 
SET 
so folgt: 
x? ai 
z + ER Ee Ika 


16. Beschreibt man um den Ursprung der Coordinaten als Mittelpunkt 
ein System ähnlicher Ellipsen, so dass «:ß=B:A wird, so sind die Durch- 
sehnittspunkte mit den Interferenzcurven, die zu einer Ellipse gehören, 
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solche, wo das Bewegliche, abgesehen vom Zeichen, dieselbe Gesch win- 
digkeit hat, was auch w sein mag. 


T > ; 1 : 
Die Taf. I enthält einige einfachere Fälle der Interferenzcurven, um E fortschreitend, 
3 1 3 S 
und nur von w = 0 bis o = T ausgeführt, da man nach den aufgestellten Eigenschaften sehr 


leicht auf die zu den übrigen Phasendifferenzen gehörigen Formen schliessen kann. 

Bei der Darstellung der Curven auf die eine oder andere der oben angeführten Art und 
Weise, hat man in gewissen Fällen einen eigenthümlichen Anblick. Oft scheint es nämlich, 
als ob eine bestimmte Interferenzcurve nach und nach alle möglichen Formen, die bei gege- 
benen A und B der Reihe nach auftreten, oder was dasselbe ist, dass alle w von w = 0 bis 
w = 1 eontinuirlich durchlaufen würden. Diese Erscheinung zugleich mit dem Auftreten der 
Combinationsstösse, wurde schon von Lissajous bei seinen Versuchen bemerkt, und sie tritt 
immer ein, wenn die beiden interferirenden Schwingungen so beschaffen sind, dass ihr Ver- 
hältniss der Schwingungsdauern dem zu dem oscillirenden Ourvensystem gehörigen schon 
sehr nahe kömmt, und je näher, desto langsamer sieht man das Öseilliren vor sich gehen. 
Diese Erscheinung hat ihren Grund darin, dass das Auge nur im Stande ist auf eine gewisse, 
sehr kleine Zeit t einen vorübergehenden Lichteindruck zu behalten. Ist nun T grösser als q, 
so kann das Auge nicht den Eindruck der ganzen Curve behalten, sondern nur den Theil der- 
selben, der in der Zeit t zurückgelegt wird. Ist nun die Curve sehr complicirt, also T sehr 
gross, so werden die unmittelbar auf einander folgenden Curvenäste einander so nahe kommen, 
dass das Auge sie nicht mehr zu unterscheiden vermag, und daher eine Partie der ganzen 
Curve als geschlossen erblickt. Die übrigen Erschemungen erklären sich aus folgender 
Betrachtung: 

Setzt man in der Gleichung der Interferenzeurve 


R q i x 
D om = Al Di (sin = gd — JB ame Lä = =) 


& 


A=AùA +a, B=B+ B so erhält man, die Gleichung 82) berücksichtigend 


a t (B a S y S x 
H 2 x = = = = 9 o BD — au == ` S = — 
88) T jo D S Em = E d e (sn ` 33 o AE (sin d 


tee kann demnach jede Interferenzenrve ansehen aleet 
den aus einer andern, bei welcher die Phasendifferenz eine Function 
deu 7reıt ı si. 


Hat sich die Zeit von einem beliebigen Augenblick an um 


mAB 


Ap — ba 


geändert, so kehren dieselben Curven wieder, da die Differenz der w die Einheit wird. Diese 
Zeit wird um so kleiner, je kleiner o und B werden, was immer bei den oben angedeuteten 
"ällen eintritt, und man sieht ein, wie es möglich wird, die zu A und B gehörige Curve in 
allen ihren aufeinander folgenden Phasendifferenzen zu schen, statt der durch A und B 
bestimmten bei der Phasendifferenz w. 
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Die Bemerkung 17) führt unmittelbar zu einer Eigenthümlichkeit der betrachteten Cur- 
ven, indem man speciell als erzeugendes Curvensystem das zur Gleichheit von A und B 
gehörige nimmt. Setzt man also 


SE A 


so erhält man aus 88) durch eine leichte Transformation, indem a = A—1,9=D—1 


x y? zy Al Cl 1 Kë EI ZC) 1 
39 — — — ? cos 2? q | — —I— — — || = sin" 2t |— + — f— — — 
S ) oi 2 b ab SC E t m E B | SC E E m E B | 


die Gleichung einer Ellipse. 








Allein die Neigung der grossen Axe und die Grösse der beiden Halbaxen sind Func- 
tionen der Zeit. Die Ellipsen durchlaufen alle Gestalten, die sie durch Verändern der Phasen- 
differenz in der zu A = B = gehörigen Interferenzeurve annehmen würden, gehen also von 
der geneigten Geraden allmählich in eine Ellipse, von dieser in diejenige, deren grosse Axe 
senkrecht auf Ox steht, sodann in die entgegengesetzt geneigte Ellipse und Gerade über u. s. f.; 
den jedesmaligen Neissungswinkel der grossen Axe findet man aus der Gleichung 


2 ab cos? z ++6G-3)] 


90) ing 2 6 = ` D 
a” — D 


und die Zeit in welcher alle Phasendifferenzen durchlaufen sein müssen, damit der in der 
veränderlichen Ellipse sich bewegende Punkt die zu A, B gehörige Interferenzcurve 
beschreibt, ist 


i ef mAB 
ER 
und wenn man die Schwingungsdauer einführt 
Ve = 
T S Ba 


wo das doppelte Zeichen O immer positiv zu nehmen erlaubt. 

Es möge nun gestattet sein einige Zahlenwerthe, wie sie die bis zu diesem Augenblick 
ausgeführten Versuche ergeben, vorzuführen. Sie beziehen sich auf die in Art. II zuerst 
beschriebene Methode, wo constante Längen angewendet werden. An den Stab, dessen 
Schwingungsdauer verändert werden sollte, wurde nicht ein Schirm mit einer Spalte, sondern 
ein hellpolirter feiner Drath in der Richtung derselben, der eine feine Lichtlinie erzeugte, 
angebracht, um auf diese Belastung die in b) zuerst angeführte Methode anwenden zu können. 
Die Längen wurden so lange regulirt, bis als Interferenzeurven die Ellipsen erschienen, so- 
mit die Schwingungsdauer an beiden Stäben gleich war. Nun wurde der den Drath tragende 
Stab belastet, durch ein Gewicht, welches mittelst zweier Gegenschrauben angedrückt 
(Fig. 2, Taf. I) eine möglichst kleine Berührungsfläche erforderte, und dieses Gewicht so 
lanse zerschoben, bis die zu A=5, B = 2 gehörigen, und sodann die zu A 4ındbB=3 
gehörigen Interferenzeurven sich zeigten, wobei natürlich der zweite Stab unverändert blieb; 
sodann wurden durch ein grösseres Gewicht wieder die Curven (3, 2) erhalten. Auf diese 
Weise war das Verhältniss der Schwingungsdauer des belasteten und unbelasteten Stabes 


w ¥ 
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bekannt. Die Länge ¿ des Stabes musste noch wegen’ des am Ende befindlichen Drathes nach 
Gleichung 68) corrigirt werden, und man erhielt sodann folgende Daten: 


M = 12:807 grmm. l = A0 R 
Del 76.9007, EECH 
2) (4,3) W= Ver ET 
3) (3,2 a = lo pen y a = 2a 


Nach der unter a) gegebenen ersten Näherungsformel wurden mit diesen Werthen die : 
berechnet und erhalten 


B= 0 UD a= eg 
daraus berechnet und quadrirt, gibt als berechnetes Verhältniss der Schwingungsdanern 
To 
yes 2) 1:3280 3) 1-4796 
während 


1-5000 1:3333 1:5000 


nach der Beobachtung sein soll. Diese erste Näherung ist also im ungünstigsten Falle bis auf 
0:02 genau, wo doch im dritten Fall M eine bedeutende Grösse hat. Man muss aber beden- — 
ken, dass, da hier die & sehr klein sind, der angewandte Näherungswerth für diese Fälle sehr 
günstig war. 
Eine zweite Versuchsreihe wurde mit einem am Ende belasteten Stab gemacht, und die 
Schwingungsdauer durch verschiedene Gewichte verändert. 
Es war hier: SCH 
e CA 
(1,1) M= 1-901 , 
(4,3) M= 3:657 , 
(3,2) M= 4:735 , 
(2:1) i = S 0 S 


Die angehängten Gewichte waren von eylindrischer Form, in der Axe durchhohrt, so 
dass ein Befestigen im Schwerpunkt möglich war. 

Geht man mit diesen Zahlen in die unter b) gegebene erste Näherungsformel, wo noch 
im rechten Theil &= 0 gesetzt ist, so findet man 


1) (1,1) 063460 0: 16728 
2) (4,3) 079411 0-10881 
3) (3,2)  0-84654 0: 08959 
4) (2,1) 0-94169 0:05472 


und daher weiter 

a S= 043010, — bet 0.061796, 5, > 0 2 
Damit erhält man 

a ea — TU, 092280, 2 = 01922. 


Über die transrersalen Schwingungen belasteter Stäbe. l 


kal 
Le 


EE 


S i , o d gg 
Bildet man jetzt die Quotienten =, —, — und qnadrirt, so bekommt man als Verhältniss 
7 


u 


= 4 
der Schwingungsdauer des mit M, zu den mit M, M, M, belasteten Stabes 


122055 123090) 0025 
während sein soll 
1-3333, 1:5000, 2-0000. 


Dieses zeigt aber zur Geniige, dass die E schon sehr nahe richtig sind, und in der That 
erhielte man jetzt aus den genauen Formeln genug überemstimmende Resultate. 

Die zweite Methode konnte aus Mangel eines genau ausgeführten Apparates noch keine 
zu Messungen notwendigen Daten liefern, allein die Darstellung der Interferenzeurven gelang 
vollkommen mit einer ganz rohen Zusammenstellung. 

Dass über die Knoten Gesagte kann ebenfalls sehr leicht bestätiget werden, indem man 
dieselben auf gewöhnliche Weise durch Papierringe sichtbar macht. Es zeigte sich unzweifel- 
haft das Ilinausrücken der Knoten gegen das freie Ende beim Anhängen eines nicht zu grossen 
Gewichtes, das Verschwinden eines Knotenpunktes, und endlich auch die Bewegung gegen 
das fixe Ende, sobald das angehängte Gewicht und seine Entfernung o von demselben nicht 
gross war. 


w Zi 


